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vRE´SUME´
Il existe plusieurs types de turbines hydrauliques. Selon les conditions d’ope´ration, les
ge´ome´tries sont diffe´rentes, et les technologies aussi. Les joints hydrauliques, objets de cette
e´tude, sont pre´sents seulement dans les turbines de type Francis. Ces turbines sont tre`s
utilise´es, partout dans le monde.
Le joint hydraulique n’est pas, comme on pourrait l’imaginer, une pie`ce assurant l’e´tan-
che´ite´. Il s’agit d’un interstice entre la roue de la turbine, en rotation, et le baˆti, statique.
Il est ne´cessaire et permet d’e´viter le contact entre les deux ensembles. Mais de l’eau passe
a` travers le joint et ne participe donc pas au processus de conversion d’e´nergie. De plus, les
frottements au sein du joint ralentissent la machine. A` cause de la fuite et des frottements
qu’il provoque, le joint cre´e une perte de rendement de la turbine.
Dans une de´marche d’ame´lioration constante de machines ayant un rendement de´ja` tre`s
e´leve´, une optimisation de chaque composante, donc des joints hydrauliques, est ne´cessaire.
C’est le but de la recherche dans laquelle s’inscrit notre e´tude : diminuer autant que possible
les pertes au sein des joints hydrauliques des turbines Francis.
Afin de bien se rendre compte du proble`me, et de comprendre l’existence d’un joint opti-
mal, un raisonnement purement analytique, mettant en jeu un e´coulement laminaire dans un
joint droit, a d’abord e´te´ mene´. Il a permis d’e´tablir les expressions analytiques des champs
de vitesse, de la pression, des pertes et de la longueur optimale en fonction des diffe´rents para-
me`tres du proble`me dans ce cas particulier. Diffe´rents essais avec le solveur ANSYS CFX ont
ensuite e´te´ mene´s afin de mettre en e´vidence certains points ne´cessitant une attention parti-
culie`re lors de la suite de l’e´tude. Par la suite, un mode`le nume´rique de joints labyrinthe a e´te´
valide´. Les re´sultats d’expe´riences mene´es dans les anne´es 1960 chez Dominion Engineering
Works, maintenant Andritz Hydro Limite´e, ont e´te´ utilise´s pour cette validation. Meˆme si les
expe´riences n’e´taient pas toutes utilisables, certaines ont e´te´ reproduites nume´riquement. Le
mode`le nume´rique de´veloppe´ utilise le mode`le de turbulence SST, des ge´ome´tries bidimen-
sionnelles axisyme´triques, une re´partition parabolique du maillage, des parois lisses, et une
perte de charge en sortie de joint base´e sur la vitesse normale. Les simulations permettent de
retrouver les re´sultats expe´rimentaux avec un e´cart moyen de 6.5 % sur les tests conside´re´s.
Sur ces meˆmes tests, plus de 60% des e´carts entre re´sultats nume´riques et expe´rimentaux
sont infe´rieurs a` l’incertitude expe´rimentale.
Le mode`le est donc utilisable pour mener des expe´riences nume´riques dont le re´sultat
sera fide`le a` la re´alite´, sur l’espace de design conside´re´. Un plan d’expe´riences approprie´,
remplissant convenablement l’intervalle dans lequel nous nous trouvons, a e´te´ cre´e´ en utilisant
vi
le logiciel JMP de SAS Institute. Les re´sultats nume´riques de 34 tests ont ainsi e´te´ obtenus.
Ils ont ensuite e´te´ mode´lise´s statistiquement par un polynoˆme de second degre´ prenant en
compte les interactions entre les diffe´rents facteurs. La surface de re´ponse ainsi cre´e´e a ensuite
e´te´ compare´e aux re´sultats expe´rimentaux. Elle permet finalement d’obtenir une estimation
de ces derniers avec un e´cart moyen de l’ordre de 7.5%.
La surface de re´ponse permet donc d’obtenir une estimation des re´sultats expe´rimentaux
fide`le dans le cas des expe´riences mene´es en laboratoire dans les anne´es 1960. Ne disposant
pas d’autres donne´es expe´rimentales, rien ne prouve que le mode`le nume´rique, et le mode`le
alge´brique ge´ne´re´ graˆce a` lui, ne sont valides en dehors de l’espace de design conside´re´.
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ABSTRACT
There are various types of hydraulic turbines. Regarding the operating conditions, geo-
metries and technologies differ. Hydraulic seals are only used in Francis turbines, which are
widely used.
The role of hydraulic seals is not to be waterproof. Their main aim is to prevent contact
between the rotating and static parts of the turbine. Although necessary, hydraulic seals
create energetic losses : some fluid does not flow through the runner (leakage loss) and exerts
a torque on the rotor (friction loss). In a context of constant progression towards still more
efficient turbines, the optimization of each part of the turbine is necessary. Our study is a
part of this research seeking to decrease the losses in turbines as much as possible.
In order to understand fully the problem, and to ensure an optimal seal exists, an ana-
lytical study has been lead in the first place. It establishes the analytical expressions of the
speeds, pressure, losses and optimal seal length for laminar flows in straight seals. Various
tests were then lead with the ANSYS CFX solver in order to highlight aspects which necessi-
tate a particular attention. For example, the issues of boundary conditions and dimensionless
simulations were adressed.
A CFD model has then been validated. The results of the experiences lead in the sixties by
Dominion Engineering Works, which later became Andritz Hydro Limited, were used in this
process. Even if all the tests were not useable, some of them were reproduced numerically. The
CFD model which was used features SST turbulence modeling, 2D axisymmetric geometries,
parabolic mesh distributions, smooth walls, and a outlet headloss based on the normal speed.
For the various tests which were considered, the average discrepancy between numerical and
experimental results is 6.5%. More than 60% of the discrepancies of those simulations are
below the empirical uncertainty.
That is why this model can be used for numerical experiences : as long as these experiences
are in the design space, their result will be coherent with reality. An appropriate space-filling
design of experiments was created using the software JMP, from SAS Institute. The numerical
results of 34 tests have then been modeled statistically using a quadratic polynomial taking
into account interactions between various factors. The response surface obtained this way
was compared to experimental results. The average discrepancy was around 7.5%.
The response surface is precise enough to get an accurate estimation of the experimental
results. As no other experimental data is available, nothing proves that the numerical model,
and the statistical model which was obtained thanks to it, will be valid outside the design
space which was considered.
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1CHAPITRE 1
INTRODUCTION
Les turbines hydrauliques sont l’e´le´ment central de la production hydroe´lectrique, qui est
tre`s importante au Que´bec et dans d’autres pays. Ce sont les turbines qui permettent la
conversion de l’e´nergie hydraulique en e´nergie me´canique, qui elle meˆme est ensuite trans-
forme´e en e´lectricite´. On distingue plusieurs types de turbines, chacun e´tant utilise´ pour des
conditions d’ope´ration diffe´rentes. Ainsi, les turbines Pelton sont utilise´es dans le cas des cen-
trales de haute chute, c’est a` dire pour lesquelles la diffe´rence entre les niveaux amont et aval
de la centrale est e´leve´e (il s’agit typiquement de valeurs supe´rieures a` plusieurs centaines de
me`tres). Au contraire, les turbines les plus employe´es dans les centrales de basse chute sont
de type Kaplan, ou he´lice.
Cette e´tude s’applique directement aux turbines de type Francis, qui sont tre`s employe´es
pour des chutes variant entre quelques dizaines et quelques centaines de me`tres. Plus parti-
culie`rement, nous nous attacherons a` l’e´tude du petit interstice que l’on trouve a` l’interface
entre les parties tournante et statique de la machine, qu’on appelle joint hydraulique. Le joint
est ne´cessaire au bon fonctionnement de la turbine : il permet d’e´viter aux deux ensembles
de se toucher. Il peut provoquer une perte e´nerge´tique non ne´gligeable : nous devons donc le
concevoir le plus performant possible. Sa conception est soumise a` plusieurs contraintes : par
exemple, il doit fonctionner sous une chute de pression donne´e, ou encore, ne pas provoquer
de cavitation.
Il est donc ne´cessaire d’optimiser son design : c’est un des buts du projet de recherche
dans lequel s’inscrit notre e´tude.
Mais avant toute chose, de´finissons les concepts de base de notre travail.
1.1 De´finitions et concepts de base
1.1.1 Ge´ne´ralite´s
Vocabulaire
Il est ne´cessaire de bien de´finir les grandeurs et concepts-cle´s que nous allons manipuler
tout au long de cette e´tude. Rappelons donc quelques de´finitions de base a` propos de notre
sujet.
– Chute : terme employe´ dans le jargon hydraulicien pour de´signer une diffe´rence de pres-
2sion. La chute est en ge´ne´ral exprime´e en hauteur (me`tres, pieds, ou autre) de colonne
d’eau. On a 1 mH2O = ρg Pa, avec ρ la masse volumique de l’eau et g l’acce´le´ration de
la pesanteur. On parlera ainsi de « hauteur de chute ». La figure 1.1 illustre la hauteur
en question. On parlera ainsi de chute aux bornes du joint pour relater de la diffe´rence
de pression entre son amont et son aval.
Figure 1.1 Hauteur de chute
– Jeu : on de´signe par « jeu » la diffe´rence de rayon formant l’espace annulaire entre la
ceinture du rotor et son vis a` vis sur le stator. Il s’agit ici d’un jeu radial. Dans certains
cas (pour les joints escalier), on parlera e´galement de jeu axial, qui correspond a` la
distance entre une marche du rotor et son vis a` vis sur le stator. Le paragraphe 1.1.1,
page 4, de´crit les diffe´rentes ge´ome´tries de joints, et illustre les jeux en question par le
biais de la figure 1.4.
Qu’est ce qu’un joint hydraulique de turbine Francis ?
Comme de´ja` de´crit plus haut, un joint hydraulique se trouve a` l’interface entre le rotor
et le stator de la turbine. Sur une turbine Francis, il y a deux bandes ou` existe une telle
interface : la partie supe´rieure, appele´e couronne, et la partie infe´rieure, ou ceinture. Nous
savons par expe´rience que les frottements et la fuite au sein du joint supe´rieur, au niveau de
la couronne, sont tre`s faibles. L’objet de cette e´tude est donc exclusivement le joint infe´rieur,
au niveau de la ceinture. La figure 1.2 nous montre l’emplacement de ce joint.
3Figure 1.2 Rotor de turbine Francis et emplacement du joint e´tudie´
La figure 1.2 repre´sente une turbine e´quipe´e d’un joint droit : vu en coupe, le joint est
rectiligne. En pratique, la forme de l’interface rotor/stator de´pend e´videmment de la ge´ome´-
trie de la roue. Cette ge´ome´trie de´pend elle meˆme de la chute (ou la plage de chutes) pour
laquelle la turbine est conc¸ue. Une roue de haute chute sera ainsi plus « e´crase´e » qu’une
roue de basse chute, comme le montre la figure 1.3.
Figure 1.3 Roues de basse et haute chutes
Selon la forme de la roue, on utilisera donc un joint de forme diffe´rente.
4Ge´ome´tries des joints hydrauliques
Ge´ome´tries couramment employe´es. On distingue trois principales formes de joints
usuellement employe´es :
– Les joints droits, qui sont ge´ome´triquement les plus simples, sont compose´s uniquement
de deux surfaces cylindriques.
– Les joints labyrinthe comportent une ou plusieurs cavite´s dans lesquelles vont se de´ve-
lopper des tourbillons, relie´es par des sections de joints droits.
– Les joints ecalier-labyrinthe composent les deux pre´ce´dentes ge´ome´tries : les marches
du joint escalier sont de´cale´es, cre´ant ainsi une cavite´.
Ces ge´ome´tries usuelles sont repre´sente´es a` la figure 1.4.
Joint droit
Aval
Amont
Joint labyrinthe
Aval
Amont
Joint escalier-labyrinthe
Aval
Amont
Rotor Stator
Rotor
Stator
Rotor
Stator
Figure 1.4 Ge´ome´tries usuelles
Gardons a` l’esprit que les sche´mas repre´sentent ici, sauf pour le joint droit, uniquement
des portions des joints au complet. En effet, un joint labyrinthe peut comporter plusieurs
cavite´s, et un joint escalier plusieurs marches.
Autres ge´ome´tries. D’autres ge´ome´tries plus complexes sont parfois utilise´es. Peu seront
aborde´es dans cette e´tude, nous nous contenterons donc d’en citer un exemple, que nous
appellerons « joint a` dents ». Il est sche´matise´ par la figure 1.5.
5Rotor
Stator
Amont
Aval
Joint à dents
Figure 1.5 Joint a` dents
1.1.2 Pertes au sein d’un joint hydraulique
On distingue deux types de pertes provoque´es par un joint hydraulique.
– Les pertes de fuite. La majeure partie du de´bit d’eau total arrivant a` la turbine passe
a` travers le rotor et participe a` la cre´ation d’e´nergie me´canique : on dit qu’elle est
turbine´e. Mais le reste du de´bit entrant total n’est pas valorise´, puisqu’il passe a` travers
le joint et non a` travers le rotor, et est donc perdu. Ce de´bit est appele´ de´bit de fuite,
et est a` l’origine de la perte de fuite.
– Les pertes par frottement : l’eau pre´sente au sein du joint hydraulique e´tant visqueuse,
elle exerce un frottement sur la roue de la turbine, cre´ant un couple qui tend a` ralentir
sa rotation et diminuer le rendement de la machine. C’est ce qu’on appelle les pertes
par frottement.
On de´signera la somme des pertes de fuite et des pertes par frottement par « pertes
totales ». On peut anticiper intuitivement l’existence d’un minimum pour les pertes totales.
En effet, si l’on conside`re un joint droit et que l’on fait varier uniquement sa longueur, on
devine aise´ment que plus le joint sera long, plus le de´bit de fuite sera faible, mais plus le
frottement sera e´leve´ : il y a donc un compromis a` trouver.
Sur un prototype de turbine, les pertes totales peuvent eˆtre responsables d’une perte
de rendement de l’ordre du pourcent. Cela peut sembler faible, mais sur des machines de
plusieurs centaines de me´gawatts, le moindre pourcent de rendement repre´sente une puissance
conside´rable, et a fortiori un manque a` gagner de production e´nerge´tique.
A` titre indicatif, sur une turbine de 400 MW de puissance nette, un pourcent de rende-
ment correspond a` une puissance perdue de 4 MW, soit la puissance d’une petite centrale
6hydraulique. En conside´rant un facteur de charge de l’ordre de 60 %, la production perdue sur
un an est d’environ 21 GWh, soit environ la consommation moyenne de 750 foyers Que´be´cois
(en se basant sur des consommations respectives moyennes de 28 MWh/foyer). Cette perte
de production e´quivaut environ a` la production e´nerge´tique annuelle de quatre e´oliennes de 2
MW (facteur de charge de 30%), et repre´sente un manque a` gagner de plus de 1.25 millions
de dollars par an.
1.2 E´le´ments de la proble´matique
Dans cette section, nous allons de´crire les diffe´rents aspects du proble`me e´tudie´ et leurs
implications.
1.2.1 Les besoins de notre partenaire
Notre e´tude est mene´e en partenariat avec Andritz Hydro, anciennement GE Hydro, an-
ciennement Dominion Engineering Works. Cette entreprise, experte dans le domaine, conc¸oit,
fabrique et e´tudie les turbines, et donc les joints hydrauliques, depuis plus de trois quarts de
sie`cle.
Les besoins d’Andritz en matie`re de joints sont multiples. Les designers utilisent des
programmes analytiques et semi-empiriques pour pre´dire les performances des joints. Ces
programmes sont valide´s dans le cas des joints droits, mais peu pre´cis dans le cas des joints
labyrinthe, escalier et escalier-labyrinthe (Le Roy (2008)). Il serait donc appre´ciable d’ame´lio-
rer ces outils pour aboutir a` une application pre´cise et fide`le a` la re´alite´, permettant d’estimer
les performances de ces joints. Il serait alors possible de trouver le joint optimal correspondant
a` des conditions de fonctionnement donne´es.
1.2.2 Les e´tudes existantes
Afin d’aboutir a` un tel re´sultat, plusieurs e´tudes ante´rieures peuvent orienter notre tra-
vail. Comme nous les aborderons plus tard dans la revue de litte´rature (page 9), nous ne
de´taillerons pas ici leur contenu. Nous pouvons ne´anmoins brie`vement e´voquer les travaux
les plus importants qui serviront de base a` notre e´tude.
– E´tudes expe´rimentales : plusieurs se´ries de tests ont e´te´ mene´es en laboratoire par
Dominion Engineering Works dans les anne´es 60-70. On accordera une importance
particulie`re aux expe´riences mene´es sur les joints labyrinthe (Lang (1964)), qui sont
particulie`rement utiles dans le processus de validation de notre mode`le CFD.
– E´tudes semi-empiriques : les programmes pre´ce´demment cite´s re´sultent des travaux
mene´s jusqu’aux anne´es 70 the´orisant les e´coulement dans les joints, et des e´tudes
7expe´rimentales.
– E´tudes nume´riques : depuis les anne´es 1990, les joints font l’objet d’e´tudes nume´riques.
La plupart ne sont pas directement utilisables pour nos travaux. On accordera cepen-
dant une attention particulie`re aux mode`les employe´s et aux diffe´rents re´sultats de ces
e´tudes.
1.2.3 L’optimisation
Comme pre´sente´ brie`vement plus haut, un compromis est a` trouver entre les diffe´rents
parame`tres ge´ome´triques. A` terme, le but est donc d’obtenir un algorithme d’optimisation
permettant de de´terminer quelle ge´ome´trie est la plus performante.
La pre´sente e´tude fait un pas de plus vers ce but, en pre´sentant la validation du mode`le
CFD utilise´ pour reproduire les expe´riences mene´es en laboratoire sur des joints labyrinthe,
ainsi que la mode´lisation de ces derniers, e´tablie graˆce aux expe´riences nume´riques (cf. cha-
pitre 5, page 58).
1.3 Objectifs de recherche
L’objectif principal de la recherche dans laquelle s’inscrit ce travail est d’aboutir a` un
outil pre´cis, fide`le a` la re´alite´, et utilisable par les concepteurs de turbines, permettant d’op-
timiser les joints hydrauliques des turbines Francis en fonction des diffe´rents parame`tres et
des conditions de fonctionnement. Dans ce contexte, la pre´sente e´tude vise a` ame´liorer la
connaissance des joints labyrinthe. Pour parvenir a` ce but, les objectifs secondaires suivants
devront eˆtre atteints :
– De´terminer de quelles grandeurs les performances de´pendent en identifiant les para-
me`tres en jeu, puis en effectuant l’analyse dimensionnelle du proble`me.
– De´velopper un mode`le CFD pre´cis permettant de reproduire nume´riquement les expe´-
riences mene´es dans les anne´es 60, et de simuler d’autres ge´ome´tries.
– Mode´liser le comportement des ge´ome´tries par une surface de re´ponse permettant d’ob-
tenir un re´sultat proche de celui des simulations, pour un couˆt bien moins important.
– Enrichir les programmes existants graˆce aux surfaces de re´ponse obtenues pour les
ge´ome´tries concerne´es.
1.4 Plan du me´moire
Le pre´sent me´moire comporte trois parties, en plus de l’introduction et de la revue de
litte´rature.
8– Le premier chapitre, page 9, est une revue bibliographique. Dans cette section, nous
de´taillerons quelles e´tudes pre´ce´dentes ont e´te´ consulte´es pour mener a` bien notre re-
cherche. Une approche chronologique a e´te´ privile´gie´e, les e´tudes e´tant logiquement
organise´es selon l’e´volution de la compre´hension du proble`me a` travers les de´cennies.
– Le second chapitre, page 18, de´taille la re´solution simplifie´e de l’e´coulement au sein
d’un joint droit. Ce raisonnement permet d’avoir une premie`re approche de la physique
du proble`me. Il relate e´galement des tests CFD mene´s sur des e´coulements simples (de
Couette, et au sein d’un joint droit). Ces tests ont servi a` mettre en e´vidence les diffe´-
rents proble`mes potentiels que l’on pourra rencontrer lors des simulations nume´riques
sur des ge´ome´tries plus complexes.
– Le troisie`me chapitre, page 31, explique comment les donne´es expe´rimentales sur les
joints labyrinthe, mesure´es dans les laboratoires d’Andritz, ont e´te´ exploite´es pour va-
lider les simulations nume´riques de notre e´tude.
– Le quatrie`me chapitre, page 58, traite de l’obtention d’une surface de re´ponse pour
les joints labyrinthe a` partir des simulations nume´riques valide´es graˆce aux donne´es
expe´rimentales.
9CHAPITRE 2
REVUE DE LITTE´RATURE
Dans ce chapitre, le travail ante´rieur effectue´ dans le domaine des joints hydrauliques sera
pre´sente´ et analyse´. L’approche chronologique semble ici pertinente. En effet, les e´tudes effec-
tue´es dans le domaine ont suivi une e´volution intimement lie´e a` l’e´volution des technologies et
des me´thodes scientifiques au cours du sie`cle dernier. Nous aborderons donc dans un premier
temps les premie`res e´tudes expe´rimentales et analytiques mene´es dans la premie`re moitie´ du
vingtie`me sie`cle. Les travaux effectue´s plus tard, jusqu’a` la fin des anne´es 1970, seront ensuite
traite´s. Nous de´couvrirons ensuite quelles publications datant de la fin du vingtie`me sie`cle et
mettant en jeu les simulations informatiques sont pertinentes dans le cadre de notre e´tude.
Nous de´couvrirons enfin les dernie`res avance´es qui visent a` optimiser les joints en utilisant le
savoir de´veloppe´ entre autres dans les travaux ante´rieurs pre´sente´s.
De manie`re ge´ne´rale, nous allons constater que tre`s peu d’e´tudes sur les joints des turbines
hydrauliques existent : la plupart des documents traitant du domaine relatent des e´tudes
mene´es sur des turbines a` gaz. Ne´anmoins, dans plusieurs cas, les phe´nome`nes sont similaires,
et ces e´tudes peuvent donc eˆtre utilise´es.
Les re´fe´rences ont ici e´te´ organise´es par ordre chronologique. On pre´sentera ainsi l’e´vo-
lution globale de l’e´tude des joints hydrauliques. En pre´sentant les diffe´rents travaux, nous
re´sumerons leur contenu et les diffe´rents points majeurs a` conside´rer pour notre e´tude. Nous
tenterons e´galement d’en de´gager quelques lignes directrices, qui seront ensuite synthe´tise´es.
2.1 Historique
2.1.1 Les origines
D’apre`s Sneck (1974), qui a regroupe´ certaines re´fe´rences propres a` notre sujet, les pre-
mie`res e´tudes de joints furent mene´es au de´but du vingtie`me sie`cle, pre´cise´ment par H. M.
Martin en 1908 (Martin (1908)). Ses travaux furent repris plus tard, par exemple par A.
Egli en 1935 (Egli (1935)). Cet auteur est souvent cite´ dans les travaux poste´rieurs (Sneck
(1974)). La plupart de ces travaux n’ont pas e´te´ utilise´s directement pour la pre´sente e´tude :
aucun article publie´ entre 1935 et 1967 n’a semble´ directement utilisable. Cela est en partie
duˆ au fait que toutes ces publications conside`rent des e´coulements de gaz et ne prennent pas
en compte la rotation du rotor.
En paralle`le des e´tudes de´die´es aux joints des turbomachines, plusieurs travaux s’inte´-
10
ressent aux e´coulements entre deux cylindres concentriques de manie`re plus ge´ne´rale. Par
exemple, la publication de J. Kaye et E. C. Elgar (Kaye et Elgar (1958)), reprenant elle meˆme
l’e´tude de R. J. Cornish (Cornish (1933)). Ces auteurs ont mene´ diffe´rentes expe´riences met-
tant en jeu l’e´coulement d’un fluide (respectivement air et eau) entre deux cylindres concen-
triques en rotation. Meˆme si la plupart de ces expe´riences ont e´te´ mene´es sur des dispositifs
relativement e´loigne´s de nos applications (petits rayons et nombres adimensionnels e´loigne´s),
et relativement impre´cis, elles sont importantes.
En effet, nous pouvons en retenir une conside´ration capitale de notre proble`me. On peut
distinguer quatre modes d’e´coulement au sein de l’interstice entre deux cylindres concen-
triques : laminaire, laminaire avec vortex de Taylor, turbulent, et turbulent avec vortex
de Taylor. Les vortex de Taylor pre´ce´demment cite´s apparaissent dans certaines conditions
d’e´coulement, et ont e´te´ mis en e´vidence pour la premie`re fois au de´but du vingtie`me sie`cle
par G. I. Taylor (Taylor (1923)).
2.1.2 Les e´tudes analytiques et expe´rimentales
Les re´gimes d’e´coulement pre´ce´demment de´crits ont e´te´ mis en e´vidence au cours d’ex-
pe´riences mene´es chez Andritz, a` l’e´poque Dominion Engineering Works, a` partir des anne´es
soixante. La figure 2.1 a ainsi e´te´ e´tablie en se basant sur les donne´es de certaines de ces expe´-
riences, et sur leur traitement effectue´ par Andritz (Vu (1978a)). Nous pouvons y distinguer
les quatre re´gimes d’e´coulement de´crits dans le paragraphe pre´ce´dent.
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Figure 2.1 Diffe´rents re´gimes d’e´coulement entre deux cylindres
Dans le cadre des joints hydrauliques droits, la plupart des e´coulements sont purement
turbulents, sans vortex. Nous avons pu faire cette constatation entre autres graˆce aux docu-
ments fournis par Andritz. En effet, dans les rapports datant des anne´es 1970 (Vu (1978b,a,
1976)), on peut constater que la plupart des tests mene´s a` l’e´poque n’e´taient pas dans le do-
maine ou` se de´veloppent les vortex de Taylor. Ne´anmoins, les conditions d’e´coulement dans
les autres types de joints (escalier, labyrinthe, ou autre) peuvent eˆtre diffe´rentes.
Les rapports pre´ce´demment cite´s s’appuient en premier lieu sur les comptes-rendus d’ex-
pe´rience, tel celui de´taillant les re´sultats des tests mene´s sur des joints droits (Akgungor et
Vu (1974)). Ils traitent du de´veloppement et de l’utilisation des programmes semi-empiriques
pre´disant les pertes dans les joints hydrauliques droits et labyrinthe. Ils font e´galement re´fe´-
rence a` d’autres travaux qui sont aussi importants pour notre e´tude : les e´tudes the´oriques
mene´es dans les anne´es 1960-70 a` propos des e´coulements turbulents dans les joints (Elrod
et Ng (1967); Elrod (1973); Ng et Pan (1965)).
A` l’heure actuelle, ces programmes semi-empiriques ont e´te´ enrichis par d’autres travaux
(Le Roy (2008)). Ne´anmoins, ils ne prennent toujours pas en compte les changements de ge´o-
me´tries des cavite´s. Ainsi, que la cavite´ soit carre´e, rectangulaire, tre`s plate ou tre`s profonde,
elle sera conside´re´e de la meˆme fac¸on. Cette lacune nous semble avoir son importance.
Nous devons accorder une importance particulie`re au rapport d’expe´rience de´taillant les
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re´sultats des tests mene´s sur des joints labyrinthe, mene´s par Lang en 1964 (Lang (1964)). Il
va nous eˆtre particulie`rement utile, au point de devenir une des sources-cle´ de notre e´tude.
En effet, la majeure partie de ce rapport est compose´e des donne´es expe´rimentales pour
plusieurs ge´ome´tries de joints labyrinthe. C’est graˆce a` ces donne´es que nous allons pouvoir
valider notre mode`le nume´rique (cf. chapitre 4, page 31).
2.1.3 Les simulations de la fin du vingtie`me sie`cle
A` partir des anne´es 1980-1990, de plus en plus d’e´tudes utilisent les simulations nume´-
riques pour l’e´tude des joints. Une des premie`res a` notre connaissance est celle de H. Stoff
(Stoff (1980)). Un peu plus tard, les travaux de D.L. Rhode et ses collaborateurs (Rhode et
Hibbs (1993); Rhode et Nail (1992); Rhode et al. (1997b,a, 1994); Rhode et Hibbs (1992)) ont
permis, graˆce a` l’utilisation de re´sultats d’expe´riences et de codes de´veloppe´s spe´cialement, de
mettre en e´vidence les influences des diffe´rents parame`tres ge´ome´triques sur les performances
des joints.
Cependant, ces e´tudes ont toutes e´te´ mene´es pour des turbines a` gaz, se focalisent sur
les pertes de fuite. elles ne prennent pas toujours en compte la rotation du rotor (qui a
moins d’influence dans les turbines a` gaz) et ne calculent jamais les pertes par frottement
ralentissant le rotor. Elles sont ne´anmoins inte´ressantes pour comprendre les phe´nome`nes qui
sont en jeu dans les joints, et sont donc utiles a` notre e´tude. On de´couvrira ainsi une varie´te´
importante de ge´ome´tries de joint, dont certaines sont utilise´es dans les turbines hydrauliques.
En outre, ces simulations nous fournissent aussi des points de comparaison de notre mode`le
nume´rique : il s’agit des premie`re simulations CFD dans le domaine. Un re´sume´ des mode`les
auxquels nous nous comparons est pre´sente´ dans le tableau 2.1, page 16.
Concernant les mode`les nume´riques utilise´s, d’autres e´tudes plus re´centes ont aussi in-
fluence´ notre travail. Notre attention est particulie`rement porte´e sur l’e´tude de Vincent Le
Roy, et sur la validation du mode`le CFD mene´e sur les joints droits dans cette dernie`re,
re´sume´e dans l’article (Le Roy et al. (2008)), et de´taille´e dans le me´moire de maitrise corres-
pondant (Le Roy (2008)). Le mode`le utilise´ par cette e´tude a e´te´ valide´ pour les joints droits.
Le noˆtre lui est similaire, comme nous allons le voir plus tard.
L’e´tude de Vincent Le Roy est aussi inte´ressante dans la mesure ou` il s’agit d’une des
seules e´tudes d’optimisation de joints hydrauliques, qui font l’objet du prochain paragraphe.
2.1.4 E´tudes re´centes
Les e´tudes datant du vingtie`me sie`cle visaient pour la plupart a` comprendre les e´cou-
lements au sein des joints et a` les mode´liser. Plus re´cemment, depuis les anne´es 2000, des
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recherches visent a` optimiser la ge´ome´trie des joints en fonctions de leurs conditions de fonc-
tionnement. On cherche ainsi a` re´duire les pertes e´nerge´tiques engendre´es par les joints. Plus
pre´cise´ment, quatre re´fe´rences principales sont pertinentes et en lien avec notre e´tude. E´tant
donne´ leur petit nombre, nous reprendrons ici les points essentiels :
– Aboulaich et al. (2000), Shape optimization of labyrinth seals : cette e´tude de´veloppe
un raisonnement purement mathe´matique visant a` optimiser la forme du joint de ma-
nie`re a` re´duire le de´bit de fuite, sans prendre de parame`tre ge´ome´trique particulier. Elle
ne prend pas en compte la rotation du rotor, ni la turbulence. Il s’agit d’un raisonne-
ment mathe´matique de qualite´, mais qui reste finalement peu utilisable en pratique :
le re´sultat n’est pas facilement applicable a` des proble`mes concrets, la forme optimale
de´termine´e e´tant difficilement fabricable. Cette publication est donc difficilement ex-
ploitable, mais sert a` nos travaux dans la mesure ou` elle met en e´vidence l’existence
d’une forme optimale.
– Schramm et al. (2004), Shape optimization of a labyrinth seal applying the simulated an-
nealing method met en oeuvre la me´thode heuristique du recuit simule´. Elle a e´te´ mene´e
sur une ge´ome´trie assez particulie`re de turbine a` gaz, mais est ne´anmoins inte´ressante,
car elle inclut les simulations CFD dans un processus global d’optimisation.
– Asok et al. (2007), Neural network and CFD-based optimisation of square cavity and
curved cavity static labyrinth seals : cette e´tude applique la me´thode des re´seaux neuro-
naux artificiels au proble`me de l’optimisation d’un joint. Comme la plupart des e´tudes
ante´rieures, elle ne prend pas en compte les pertes par frottement. Plusieurs ge´ome´-
tries sont soumises au re´seau neuronal artificiel, qui de´termine leurs performances a`
partir de simulations nume´riques et de re´sultats semi-empiriques. Cette e´tude est inte´-
ressante dans la mesure ou` elle utilise une de´marche similaire a` celle que l’on adopte
ici : l’utilisation d’un mode`le base´ sur des re´sultats expe´rimentaux, puis des simulations
CFD.
– Untaroiu et al. (2009), Computational modeling and experimental investigation of static
straight-through labyrinth seals : cette e´tude est proche de la notre, dans la mesure ou`
elle utilise le solveur ANSYS CFX pour reproduire nume´riquement des expe´riences
mene´es en laboratoire. Une mode´lisation alge´brique des re´sultats est e´galement mise
en oeuvre. Elle diffe`re de la notre dans la mesure ou` elle n’emploie pas de design
d’expe´riences nume´riques, et ne traite que des joints statiques. De plus, l’espace de
design qu’elle conside`re diffe`re du notre : les ge´ome´tries e´tudie´es sont typiques des
turbines a` gaz, auxquelles l’e´tude est destine´e.
– Le Roy (2008), E´tude nume´rique et semi-empirique de joints hydrauliques d’e´tanche´ite´
droits et escalier : il s’agit de la seule e´tude optimisatrice prenant en compte les pertes
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par frottement et directement destine´e aux turbines hydrauliques. Dans son travail,
Vincent Le Roy a lui aussi utilise´ les re´sultats et programmes fournis par Andritz.
Graˆce aux simulations nume´riques et au programme semi-empirique pre´disant les per-
formances des joints droits, il a de´veloppe´ une solution semi-empirique pour les joints
escalier, et l’a utilise´e pour optimiser les ge´ome´tries des joints droits et escalier. Les
joints labyrinthe et escalier-labyrinthe ont aussi e´te´ aborde´s, de manie`re moins exten-
sive. Le pre´sent travail s’inscrivant dans la directe continuite´ de cette e´tude, elle a e´te´
la re´fe´rence majeure a` maintes reprises. Nous accorderons une attention particulie`re
a` la solution semi-empirique de´veloppe´e, qui nous semble insuffisante pour les joints
escalier-labyrinthe, au vu de la complexite´ des e´coulements au sein de ces ge´ome´tries,
et de la varie´te´ de ge´ome´tries possibles.
2.2 Lignes directrices
A` la lecture des diffe´rentes re´fe´rences mentionne´es ci-dessus, nous pouvons extraire plu-
sieurs remarques pertinentes et plusieurs conseils applicables pour mener a` bien notre propre
e´tude. Par la suite, nous distinguerons les aspects analytiques des aspects expe´rimentaux et
nume´riques a` conside´rer.
2.2.1 Conside´rations analytiques
La premie`re chose a` remarquer a` la lecture des e´tudes pre´ce´dentes est l’importance de
l’e´chelle. En effet, le proble`me sera diffe´rent si l’e´coulement a lieu dans un joint tre`s fin (rap-
port Rayon
Jeu
supe´rieur a` 1000), ou dans une ge´ome´trie plus e´paisse. On peut particulie`rement
le constater apre`s avoir lu les travaux de Taylor et Kaye et Elgar, ou` des jeux relativement
importants sont teste´s. Dans toute notre e´tude, nous devons donc bien garder a` l’esprit que
notre joint hydraulique est tre`s fin comparativement au rayon de la roue.
Comme e´voque´ pre´ce´demment, des vortex de Taylor peuvent se de´velopper dans certaines
conditions d’e´coulement (en particulier dans les cavite´s). On ve´rifiera donc, le cas e´che´ant,
que notre mode`le est capable de prendre ce phe´nome`ne en compte.
2.2.2 Conside´rations empiriques et nume´riques
L’e´tude de Le Roy et al. est particulie`rement inte´ressante puisque notre travail se situe
directement dans son sillage. L’e´tude valide un mode`le CFD dans le cas des joints droits teste´s
en laboratoire chez Andritz (Akgungor et Vu (1974); Vu (1976, 1978b,a)). L’inde´pendance
des re´sultats au maillage est teste´e, et on peut retenir que le re´sultat est inde´pendant du
nombre de mailles dans le sens tangentiel. Cette constatation est confirme´e par l’aide en
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ligne du logiciel CFX, qui conseille de n’utiliser qu’un e´le´ment normal pour une simulation
2D (ANSYS Inc. (2009a)). Toujours d’apre`s Le Roy et al. (2008), dans le sens axial, la
de´pendance est faible.
D’autre part, il semble que l’acce´le´ration de la convergence par augmentation du « Ti-
mestep factor » dans CFX est efficace : on pourra s’en souvenir pour mener nos simulations.
En revanche, il semblerait que les conditions initiales nulles soient meilleures que la solution
laminaire.
Le Roy et al. (2008) utilise CFX11. Il est pre´cise´ dans l’e´tude que cette version du logiciel
ne permet pas la prise en compte de la rugosite´ avec le mode`le SST. Nous n’avons pas a` nous
pre´occuper de ce proble`me, puisque la lacune a e´te´ comble´e dans CFX12, que nous utilisons.
Nous pourrons donc tester l’influence de la rugosite´.
Le tableau 2.1 regroupe les caracte´ristiques des mode`les nume´riques employe´s dans les
e´tudes pre´ce´dentes.
2.2.3 Influence sur notre e´tude
A` la lecture des diffe´rentes re´fe´rences pre´ce´demment e´voque´es, nous pouvons e´tablir les
faits suivants.
– Le mode`le utilise´ dans l’e´tude de Vincent Le Roy a donne´ de bons re´sultats sur les
joints droits (Le Roy et al. (2009)), et semble donc eˆtre un bon point de de´part pour
notre propre mode`le.
– L’optimisation de joints en utilisant directement la CFD dans l’algorithme est fasti-
dieuse si l’on veut une solution pre´cise (Schramm et al. (2004)). Ne´anmoins, la CFD
couple´e aux me´thodes semi-empiriques semble bien fonctionner (Le Roy (2008)).
– Les solutions empiriques actuellement utilise´es ne prennent pas en compte les spe´cificite´s
ge´ome´triques de chaque joint (Le Roy (2008); Vu (1978b,a)).
– Les donne´es expe´rimentales sur les joints labyrinthe (Lang (1964)) n’ont pas e´te´ inte´-
gre´es aux solutions semi-empiriques.
Partant de ces faits, nous pouvons e´tablir que
– L’utilisation d’un mode`le nume´rique inspire´ de celui utilise´ dans l’e´tude de Vincent
Le Roy, et des donne´es expe´rimentales sur les joints labyrinthe, pourrait permettre
d’enrichir les solutions semi-empiriques.
– L’optimisation des joints labyrinthe, et escalier-labyrinthe, par le biais de la solution
semi-empirique enrichie, serait alors envisageable.
Notre e´tude s’attachera donc, dans un premier temps, a` reproduire les expe´riences mene´es
sur les joints labyrinthe. Ensuite, graˆce aux simulations nume´riques et aux re´sultats d’expe´-
riences, une repre´sentation mathe´matique utilisable par les programmes semi-empiriques sera
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Tableau 2.1 Caracte´ristiques des e´tudes nume´riques ante´rieures
Re´fe´rence Descriptif Mode`le utilise´ Remarques
Rhode et
Hibbs (1992);
Rhode et
Nail (1992);
Rhode et
Hibbs (1993)
E´tudes parame´triques
(influence de la taille
des dents du joint, de
l’e´paisseur du gap, de
l’emplacement des
dents (sur le rotor ou
le stator)
Code « maison »,
quelques milliers de
noeuds, k − ε, gaz
compressible ou non,
CL de pression,
R ∼ 300
Rhode et
Nail (1992)
met
clairement en
e´vidence la
diffe´rence
entre TOS et
TOR
Schramm
et al. (2004)
E´tude d’optimisation
d’un joint labyrinthe a`
dents de turbine a` gaz
TASCflow, quelques
dizaines de milliers de
noeuds, k − ε, gaz
compressible, CL de
vitesse uniforme et de
pression
Ge´ome´trie
particulie`re
Asok et al.
(2007)
E´tude optimisatrice
par re´seau de neurones
artificiel
Fluent, quelques
dizaines de milliers de
noeuds, adaptatif,
k − ε, eau, CL de
vitesse uniforme et de
pression, R ∼ 87
Untaroiu
et al. (2009)
Validation d’un
mode`le CFD pour les
joints labyrinthe
statiques, e´tude de
sensibilite´ pre´liminaire
a` une optimisation
CFX 11, plusieurs
centaines de milliers
d’e´le´ments, k − ε, air,
CL de pression
De´marche
similaire a` la
notre, avec
un espace de
design
diffe´rent,
sans DOE, ni
rotation
Le Roy
(2008);
Le Roy et al.
(2008, 2009)
Validation d’un
mode`le CFD pour les
joints hydrauliques, et
utilisation d’une
solution
semi-empirique pour
l’optimisation
CFX 11, plusieurs
centaines de milliers
de noeuds, SST, eau,
CL de vitesse et de
pression
Seule e´tude
nume´rique
connue
prenant en
compte les
pertes par
frottement et
la cavitation
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e´tablie. Si le mode`le nume´rique est satisfaisant, l’e´largissement de cette me´thode a` d’autres
ge´ome´tries sera envisage´.
Enrichis de ces ame´liorations, les programmes semi-empiriques pourront eˆtre utilise´s pour
e´valuer les performances de diverses ge´ome´tries de joints, et ainsi de´terminer la meilleure
ge´ome´trie en fonction des conditions de fonctionnement du syste`me.
18
CHAPITRE 3
VE´RIFICATION DU MODE`LE DE CALCUL
Ce chapitre a deux objectifs :
– Dans un premier temps, nous pre´senterons la solution analytique a` un proble`me simplifie´
d’e´coulement dans un joint droit.
– Dans un second temps, plusieurs conside´rations lie´es a` l’utilisation du solveur et aux
pre´cautions a` prendre lors de celle-ci seront aborde´es.
3.1 Solution analytique laminaire
Cette section vise a` nous familiariser avec l’e´coulement au sein d’un joint droit, afin d’avoir
une premie`re approche de la physique du proble`me. Nous allons proce´der ici a` la re´solution
des e´quations de Navier-Stokes simplifie´es, afin d’obtenir les expressions des composantes de
la vitesse de l’e´coulement. Nous e´valuerons ensuite les pertes dans le joint, et comparerons
nos re´sultats a` une simulation nume´rique laminaire du proble`me.
Le raisonnement sera mene´ ici de manie`re adimensionnelle. Une version dimensionnelle,
et plus de´taille´e, est disponible en annexe A, page 82.
3.1.1 Proble`me conside´re´
Ge´ome´trie
Conside´rons le dispositif repre´sente´ par la figure 3.1.
Figure 3.1 E´coulement entre deux cylindres coaxiaux.
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Il s’agit de deux cylindres d’axe z, de diame`tres respectifs R∗1 et R
∗
2 avec R
∗
1 < R
∗
2.
Le cylindre inte´rieur est en rotation. Nous allons conside´rer un e´coulement entre ces deux
cylindres, provoque´ par une diffe´rence de pression axiale ∆p∗ = p∗1 − p∗2.
Hypothe`ses
Le fluide est conside´re´ newtonien et incompressible, et a les proprie´te´s suivantes :
– Masse volumique ρ∗
– Viscosite´ dynamique η∗
D’autre part, nous conside´rons que
– l’e´coulement est isotherme ; aucun e´chauffement ni transfert thermique ne sera consi-
de´re´.
– l’e´coulement est e´tabli ; toutes les de´rive´es temporelles sont nulles.
– l’e´coulement est pleinement de´veloppe´.
– l’e´coulement n’est soumis a` aucune force volumique (on ne tiendra pas compte de la
pesanteur).
– les deux cylindres sont parfaitement concentriques.
Connaissant ces caracte´ristiques et hypothe`ses, nous pouvons e´crire les e´quations de
Navier-Stokes en coordonne´es cylindriques, et les re´soudre apre`s les avoir simplifie´es. La
de´marche suivie est de´taille´e en annexe A, nous nous contenterons ici d’en de´crire les grandes
lignes et de reprendre les principaux re´sultats.
Grandeurs adimensionnelles
Dans cette partie, les grandeurs adimensionnelles suivantes seront employe´es :
– Nombre de Reynolds : Re =
u∗0(R∗2−R∗1)ρ∗0
η∗0
– Nombre d’Euler : Eu = ∆p
∗
ρ∗0u
∗2
0
– Rayon du rotor adimensionnel : R =
R∗1
R∗2−R∗1
Remarquons que la vitesse de re´fe´rence u∗0 peut eˆtre choisie de plusieurs manie`res. Une
re´flexion sur ce choix est pre´sente´e au sein des annexes A et B. Selon la vitesse intervenant
dans l’expression, on indicera diffe´remment les nombres de Reynolds et Euler.
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3.1.2 Re´sultats
Vitesses
Apre`s simplification et re´solution des e´quations, on obtient les expression suivantes. La
vitesse axiale est de la forme
vz (r) =
ReEu
4ηL
(
r2 +
− (1 + 2R)
ln
(
1 + 1
R
) ln (r) + (1 +R)2 ln (R)−R2 ln (1 +R)
ln
(
1 + 1
R
) )
La moyenne de la vitesse axiale sur une section est alors
um =
ReEu
8ηL
(
R2 + (1 +R)2 +
1 + 2R
ln
(
R
1+R
))
Dans la direction azimutale, la vitesse tangentielle est
vθ (r) =
Reθ
Re
R
1 + 2R
(
(1 +R)2
r
− r
)
La figure 3.2 repre´sente ces deux composantes de la vitesse, ainsi que la moyenne axiale
et la compose´e, dans le joint e´tudie´.
Figure 3.2 Vitesses dans un joint droit laminaire
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On peut constater qu’aux e´chelles ou` nous travaillons, les profils axial et azimutal ont res-
pectivement une allure parabolique et line´aire. Cette constatation sera confirme´e par l’analyse
asymptotique mene´e plus loin (paragraphe 3.1.3, page 23).
Pression
L’expression du profil radial de pression est la suivante.
p (r, z) = p (r) + pm (z)
Avec p (r) = ρ
2
(
Reθ
Re
R
1+2R
)2(
r2 −
(
(1+R)2
r
)2
+ 4 (1 +R)2 ln
(
1+R
r
))
Et pm (z) = Eu
(
1− z
L
)
+
(
Reθ
Re
)2
ρ R
(1+2R)2
(
2R2 (R + 1)2 ln
(
1 + 1
R
)−R (2
3
+ 3R + 2R2
)
+ 1
2
)
.
L’allure du profil de pression, ainsi que la pression moyenne, sont repre´sente´s figure 3.3.
R R+ 1
P
re
ss
io
n
r
pm (z)
p (r)
Figure 3.3 Profil de pression analytique
Pertes
Les expressions des vitesses azimutale et axiale nous permettent d’e´tablir l’expression du
de´bit de fuite, ainsi que celle du tenseur des contraintes, et donc du moment de frottement
freinant le rotor. On peut donc finalement de´duire l’expression analytique des pertes Ptotales
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au sein du joint droit. On obtient
Ptotales = Pfuite + Pfrottement
Avec Pfrottement =
−4piηRLn(1+R)2
(1+2R)
Reθ
Re
Et Pfuite =
(ReEu)2
ηLReθ
R
[
−1
8
pi (1 + 2R)
(
R2 + (1 +R)2 + 1+2R
ln( R1+R)
)]
Les de´veloppements permettant d’obtenir cette expression sont repris en annexe A.
Longueur optimale
L’e´volution des pertes en fonction de la longueur du joint est repre´sente´e par la figure 3.4.
La courbe correspond ici aux valeurs dimensionnelles de´taille´es en annexe A, mais e´videm-
ment, l’allure est la meˆme lorsque les donne´es adimensionnelles sont utilise´es : seule l’e´chelle
change.
Figure 3.4 Pertes e´nerge´tiques en fonction de la longueur du joint
On peut facilement constater graphiquement l’existence d’une longueur pour laquelle la
somme des pertes est minimale : la courbe rouge, convexe, pre´sente une tangente horizontale.
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Si l’on fixe tous les parame`tres hormis la longueur, on peut re´soudre
∂Ptotales
∂L
= 0 pour
trouver la longueur adimensionnelle optimale. On obtient
Lopt =
1
8
√√√√2 [ln ( R1+R) (R2 + (1 +R)2)+ 1 + 2R]
n ln
(
R
1+R
) (1 + 2R
1 +R
)
Re2Eu
ηReθ
3.1.3 Analyse asymptotique
Les joints hydrauliques sont de tout petits interstices : on a R =
R∗1
R∗2−R∗1  1. A` titre
de comparaison, on a Ratmosphe`re =
Rayon de la Terre
E´paisseur de la troposphe`re
= 637.8 et Rhomme =
Rayon de la Terre
Taille humaine = 3539000.
Pour avoir R = 4400, un homme mesurant 1.8 m devrait se trouver sur un cylindre de
pre`s de 8 km de rayon. L’ordre de grandeur est donc diffe´rent, mais permet ne´anmoins de
s’imaginer la relative planitude des surfaces a` cette e´chelle.
On peut donc conside´rer le proble`me repre´sente´ a` la figure 3.5.
Figure 3.5 Joint hydraulique limite
On obtient alors vz (x) = ReEu2ηL x (1− x)vθ (x) = ReθRe (1− x)
On peut ici constater que la vitesse axiale est de forme parabolique, alors que la vitesse
tangentielle est line´aire. Comme de´taille´ en annexe, l’expression de la pression en fonction du
rayon n’est ici pas reprise, puisque cette grandeur ne de´pend dans ce cas que de z.
La longueur optimale vaut alors Lopt =
1
2
√
3n
Re
FrθFr
ρgH
η
. Plus de de´tails quant au de´velop-
pement menant a` ces re´sultats figurent dans l’annexe A.
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3.2 Conside´rations nume´riques
Dans cette section, on formulera diffe´rentes remarques quant au comportement du solveur
ANSYS CFX, et sur les pre´cautions a` prendre lors de son utilisation qui en de´coulent. Plus
de de´tails sont pre´cise´s en annexe B. Les objectifs de cette section sont multiples. Il s’agit ici
de :
– Ve´rifier le comportement des diffe´rentes conditions limites que nous allons utiliser.
– Expe´rimenter les simulations adimensionnelles sous CFX.
– Ve´rifier la convergence asymptotique des simulations laminaires, et de´terminer l’ordre
de convergence de l’erreur en pression.
3.2.1 Conditions limites
Les conditions limites offertes par le solveur ANSYS CFX sont de´taille´es dans le tableau
B.1.1, page 104. Quelques remarques peuvent eˆtre faites quant a` leur utilisation.
Pour que les simulations soient cohe´rentes, les conditions limites choisies doivent eˆtre
compatibles avec les hypothe`ses de l’e´tude. Si les conditions limites utilise´es portent sur les
composantes de la vitesse, elles doivent eˆtre impose´es e´gales aux profils de vitesse de l’e´cou-
lement, dans notre cas, il s’agit du profil pleinement de´veloppe´. D’autre part, la condition
limite de vitesse normale constante n’est pas compatible avec les hypothe`ses que nous avons
faites, puisque la vitesse est fonction de la position du point conside´re´. Si elle est utilise´e,
il faudra donc que l’e´coulement s’adapte a` cette condition, ce qui nuit a` la convergence du
proble`me.
Le proble`me est d’autant plus important si une des parois du joint est en mouvement
(ce qui constitue la majorite´ des cas) : imposer une vitesse axiale seule provoque alors une
discontinuite´ au niveau du rotor, puisque la paroi a une vitesse tangentielle.
Une attention particulie`re doit e´galement eˆtre accorde´e a` l’import des profils pleinement
de´veloppe´s, comme de´taille´ dans l’annexe B.
3.2.2 Simulations adimensionnelles
Le solveur ANSYS CFX est conc¸u pour les simulations dimensionnelles. Pour l’utiliser
pour re´soudre des e´quations adimensionnelles, nous devons substituer aux grandeurs propres
au fluide (masse volumique et viscosite´) les grandeurs correspondantes dans les e´quations
adimensionnelles.
Les e´quations re´gissant l’e´coulement s’expriment en fonction des grandeurs de re´fe´rence.
Elles sont reprises dans le tableau 3.1.
25
Tableau 3.1 E´quations adimensionnelles
E´quations de
Navier-Stokes
E´quations du mode`le k − ε, d’apre`s Rodi (1993)
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∂xi
(1 + C3εRf )
−C2ε ε2k
En examinant les e´quations adimensionnelles, on peut de´duire l’expression de la viscosite´
intervenant dans la simulation adimensionnelle sous CFX : pour que le calcul soit cohe´rent,
il faut que µ prenne la valeur adimensionnelle 1
Re
.
Les tableaux 3.1 et 3.2 permettent de visualiser plus facilement comment simuler un e´cou-
lement adimensionnel sous CFX. La plupart des cas simule´s dans cette e´tude correspondent
a` la case infe´rieure droite du tableau 3.2.
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3.2.3 Convergence asymptotique de ∆p
La convergence asymptotique de la diffe´rence de pression aux bornes du joint ∆p a e´te´
ve´rifie´e graˆce a` une se´rie de simulations de cas simples laminaires, tel celui conside´re´ dans le
paragraphe pre´ce´dent. Le but de ces simulations est de ve´rifier le comportement de l’erreur
sur ∆p lorsque l’on raffine le maillage.
Syste`me choisi
Hypothe`ses. Les hypothe`ses conside´re´es pre´ce´demment sont e´galement mises en oeuvre.
L’e´coulement est donc
– laminaire,
– incompressible,
– e´tabli,
– axisyme´trique (sans vortex de Taylor),
– isotherme.
Ge´ome´trie et maillage. Le syste`me choisi est tre`s simple. On se base sur un e´chantillon
de joint droit de longueur unitaire. Plusieurs maillages seront teste´s : nous ve´rifierons la
convergence asymptotique de la pression aux bornes de l’e´chantillon pour des distributions
uniforme et parabolique. Les tests en coordonne´es carte´siennes et cylindriques seront com-
pare´s. Les valeurs de R pour lesquelles ces tests ont e´te´ mene´s sont base´es sur celles que l’on
peut trouver dans le rapport d’expe´riences utilise´ pour la validation du mode`le CFD (Lang
(1964), cf. chapitre 4).
Des exemples de maillages utilise´s sont repre´sente´s a` la figure 3.6. Le de´grade´ repre´sente
alors la valeur de la vitesse axiale.
Coordonne´es carte´siennes,
maillage parabolique
Coordonne´es cylindriques,
maillage parabolique, R = 90
Coordonne´es cylindriques,
maillage uniforme, R = 180
Figure 3.6 Exemples de maillages-tests
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Conditions limites. Afin de pouvoir e´valuer l’e´volution de l’erreur en fonction des raffi-
nements successifs, l’e´coulement doit eˆtre pleinement de´veloppe´. En effet, connaissant dans
ce cas la solution analytique exacte (cf. de´veloppement en annexe A), nous pouvons estimer
l’erreur de la solution CFD.
Pour s’assurer que notre e´coulement est pleinement de´veloppe´, nous imposerons en entre´e
les profils analytiques pre´ce´demment calcule´s. En sortie, on utilisera la condition de pression
moyenne nulle. Comme de´taille´ plus bas, on accordera une attention particulie`re au parame`tre
« Pressure profile blend », par de´faut non-nul dans CFX.
Calcul de l’erreur. L’erreur  a e´te´ calcule´e de la manie`re suivante. On conside`re pour
chaque raffinement h les pressions moyennes en amont et en aval du joint p1,h et p2,h, telles
que p1,h =
1
A1
∫
A1
phdA et p2,h =
1
A2
∫
A2
phdA, A e´tant l’aire de la section. On calcule ensuite la
diffe´rence de pression correspondante ∆ph = p1,h−p2,h. Connaissant aussi sa valeur analytique
∆pexact, on peut facilement obtenir l’erreur h = ∆pexact −∆ph.
Afin de de´terminer l’ordre de l’erreur n tel que ∆pexact = ∆ph+h
q+O (hq+m), on calcule
la pente logarithmique : on a alors
q =
ln
(
h
h
t
)
ln (t)
Re´sultats obtenus
Profils de vitesse. Les profils azimutal et axial de vitesses ont e´te´ compare´s aux profils
analytiques. La comparaison a montre´ un bon accord entre les solutions nume´rique et ana-
lytique. Par la suite, nous aurons a` e´valuer le carre´ de la vitesse normale a` la sortie du joint
(cf. chapitre 4, page 45). L’ordre de l’erreur sur le carre´ de la vitesse a donc e´te´ e´galement
e´value´. Il s’est ave´re´ eˆtre e´gal a` l’ordre de l’erreur en pression.
Profil de pression. Le profil radial de pression en sortie de joint a e´galement e´te´ ve´rifie´.
Cette ve´rification a permis de mettre en e´vidence l’importance du parame`tre « Pressure
profile blend » de la condition de sortie « Pression moyenne nulle » de ANSYS CFX. Selon
l’aide de CFX (ANSYS Inc. (2009a)), fixer seulement la pression moyenne ne contraint pas
assez l’e´coulement et peut provoquer des proble`mes de convergence. Par de´faut, le « Pressure
profile blend » est donc fixe´ a` 5% : le solveur impose alors en sortie un profil donne´ par
p = Fpspec + (1− F ) (pn − pn) + pshift
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Avec F le « Pressure profile blend », pspec la pression moyenne en sortie spe´cife´e par l’utili-
sateur, pn la pression nodale, pn la pression nodale moyenne et pshift une pression calcule´e
par CFX pour permettre la condition p = pspec.
Ce comportement n’est pas cohe´rent avec l’e´coulement tourbillonnant au sein de notre
joint : il ne laisse pas se de´velopper convenablement le profil de pression radial.
Dans notre cas, l’utilisation d’un « Pressure profile blend » non nul provoque donc un
mauvais comportement du solveur : on ne retrouve alors e´videmment pas le profil analytique.
Ce comportement est illustre´ figure 3.7.
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Figure 3.7 Profils de pression en fonction du taux de me´lange
Si le « Pressure profile blend » est garde´ a` sa valeur par de´faut, le profil de pression obtenu
est erronne´. Il en de´coule un mauvais comportement apre`s plusieurs raffinements successifs :
au lieu de tendre vers une valeur fixe non nulle, l’ordre de l’erreur tend alors vers ze´ro. Cela
n’a aucun sens, puisque dans ce cas, aucune pre´cision n’est gagne´e en raffinant le maillage, il
n’y a alors plus d’asymptote.
En fixant le « Pressure profile blend » a` ze´ro, on obtient un comportement cohe´rent. Les
profils de pression des raffinements successifs tendent alors vers le profil analytique, comme
l’illustre la figure 3.7.
De manie`re ge´ne´rale, il semble plus cohe´rent de fixer le « Pressure profile blend » a` ze´ro
quel que soit le cas : on est ainsi assure´ d’imposer seulement la pression moyenne, et non un
profil de pression arbitraire.
Convergence asymptotique. Le comportement asymptotique du syste`me est re´sume´ par
la figure 3.8. Les deux premie`res courbes correspondent respectivement a` l’erreur sur la diffe´-
rence de pression aux bornes du joint, avec et sans me´lange du profil de sortie : 
∆p,blend 5%
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et ∆p. Enfin, la troisie`me est l’erreur sur le carre´ de la vitesse normale en sortie du joint,
qui servira plus tard a` calculer une perte de charge ne´cessaire a` la bonne mode´lisation du
proble`me : v2n .
1e-06
1e-05
0.0001
0.001
0.01
0.1
0.001 0.01 0.1

h

∆p,blend 5%
∆p
v2n
Figure 3.8 Convergence asymptotique de ∆p et v2n
On peut constater que si l’on prend la pre´caution de fixer le taux de me´lange du profil
de sortie a` ze´ro, la convergence asymptotique des grandeurs qui nous inte´ressent est bien
constate´e. L’analyse des diffe´rents tests nous montre que l’ordre de l’erreur sur ∆p et v2n est
q = 2.
Les tests de´crits dans cette partie nous ont permis de de´couvrir certaines subtilite´s de
l’utilisation du solveur. En particulier, la de´pendance de nos re´sultats au taux de me´lange
du profil de pression en sortie a e´te´ mise en e´vidence. Sachant maintenant mieux comment
utiliser le logiciel, nous allons pouvoir e´laborer le mode`le nume´rique qui servira a` l’e´tude des
joints labyrinthe.
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CHAPITRE 4
VALIDATION DU MODE`LE NUME´RIQUE
Cette partie pre´sente le travail de validation des simulations nume´riques effectue´ a` partir
des donne´es expe´rimentales sur les joints labyrinthes, mesure´es dans les laboratoires d’An-
dritz.
4.1 Donne´es expe´rimentales
4.1.1 Description des tests
Dans les anne´es 1960, 99 ge´ome´tries ont e´te´ teste´es en laboratoire par J.H. Lang chez
Andritz Hydro (a` l’e´poque Dominion Engineering Works). Le rapport des expe´riences mene´es
(Lang (1964)) nous a e´te´ fourni. Il contient toutes les mesures expe´rimentales enregistre´es
alors.
Toutes les ge´ome´tries teste´es sont de la forme de´crite par la figure 4.1.
Aval
Amont
Rotor
Stator
H
T L
cR
n
Figure 4.1 Ge´ome´tries teste´es en laboratoire
Remarquons qu’il s’agit de ge´ome´tries « dent sur le stator » (Tooth On Stator, TOS),
qui sont diffe´rentes des ge´ome´tries usuellement rencontre´es dans les joints hydrauliques, qui
sont plus souvent de type « dent sur le rotor » (Tooth On Rotor, TOR). Pour plus de de´tails
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quant aux diffe´rences entre ces deux types de ge´ome´tries, on se re´fe´rera a` l’article de Rhode
et Nail (Rhode et Nail (1992)).
Les ge´ome´tries teste´es sont divisibles en trois se´ries, correspondant chacune a` un diame`tre
inte´rieur de cavite´ (« Spacer ID » dans le rapport d’expe´rience). Au sein de chaque se´rie, les
longueurs de cavite´ (donc les longueurs totales de joint) et les jeux sont modifie´s.
D’autre part, chaque ge´ome´trie a e´te´ soumise a` trois vitesses de rotation diffe´rentes (0,
600 et 1200 rpm, correspondant aux vitesses nominales du moteur du dispositif). Et pour
chaque vitesse de rotation, plusieurs chutes ont e´te´ impose´es au joint. Au total, plus de 2600
mesures ont e´te´ prises.
Le processus de test est le suivant (Lang (1964)) : pour chaque ge´ome´trie, la pompe est
d’abord ajuste´e de manie`re a` fournir une chute donne´e aux bornes du joint, alors que le rotor
est immobile. Le de´bit est alors mesure´ apre`s que l’e´coulement se soit stabilise´. Une fois la
mesure enregistre´e, on met le rotor en mouvement pour prendre les mesures a` 600 et 1200
tours par minute, qui sont les deux vitesses nominales disponibles.
Finalement, chaque essai nous donne deux valeurs importantes :
– la diffe´rence de chute aux bornes du joint, H, en pieds de colonne d’eau.
– le de´bit passant dans le joint, Q, en pieds cube par seconde.
Les re´sultats incluent e´galement la pression en sortie du joint, H ′′, en pieds de colonne
d’eau. Cette grandeur n’e´tant pas cruciale pour notre e´tude, nous n’y accorderons qu’une
attention limite´e.
4.1.2 Adimensionnalisation des donne´es
Les donne´es ayant e´te´ mesure´es dans les anne´es soixante et jamais nume´rise´es, elles
n’e´taient pas directement utilisables. Quelques heures de nume´risation et saisie ont e´te´ ne´-
cessaires pour obtenir un fichier de donne´es exploitable par les logiciels usuels.
Les donne´es expe´rimentales ont e´te´ exprime´es adimensionnellement et traite´es afin de les
exploiter au mieux et d’identifier des tendances dans le comportement des joints labyrinthe.
Nous allons de´crire ci-dessous le processus d’adimensionnalisation suivi. La de´marche adopte´e
utilise la me´thode d’Ipsen.
Tout d’abord, il est ne´cessaire de faire l’inventaire des diffe´rentes grandeurs sortantes et
des parame`tres de notre proble`me, tout en notant dans quelles unite´s du syste`me international
ils s’expriment. Dans notre cas, il y a :
– les parame`tres ge´ome´triques : longueur du joint L, hauteur de la cavite´ H e´paisseur de
la cavite´ T , rayon du rotor R et jeu c, tous exprime´s en me`tres.
– les grandeurs relatives au fluide : la masse volumique ρ, en kg m−3 et la viscosite´
dynamique η, en kg m−1 s−1. Notons que la viscosite´ est ici note´e η pour e´viter toute
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confusion avec le coefficient de de´bit µ utilise´ chez Andritz.
– la chute de pression aux bornes du joint, ∆p, en mH20 ou Pa
– la pression en sortie du joint, p2, en mH20 ou Pa
– le de´bit a` travers le joint, Q, en m3 s−1
– la vitesse de rotation du rotor, n, en rad s−1
Note : la rugosite´ relative ξ est e´galement un parame`tre du proble`me. Ne´anmoins, par
soucis de clarte´, nous l’omettrons ici volontairement, en gardant bien a` l’esprit qu’elle joue
un roˆle. Comme le conseille le me´moire de Vincent Le Roy (Le Roy (2008)), nous veillerons
a` nous rappeler du roˆle de ξ lors des simulations nume´riques.
Dimensionnellement, le proble`me peut donc se re´sumer a`
(Q, p2) = f (∆p, L,H, T,R, c, η, ρ, n)
Nous pouvons alors appliquer le the´ore`me en Π, ou the´ore`me de Buckingham. Nous avons
ici 10 parame`tres, et 3 unite´s. Nous pouvons donc exprimer le proble`me de manie`re adimen-
sionnelle en n’utilisant que 7 grandeurs sans unite´s.
Si l’on choisit comme grandeurs de re´fe´rence c, ρ et ∆p, le proble`me s’exprime de la fac¸on
suivante.
(CQ, pratio) = f
(
L
c
,
H
c
,
T
c
,
R
c
,
1√
Euθ
,
1
Re
)
Avec :
– CQ le coefficient de de´bit, tel que CQ =
Q
c2
q
∆p
ρ
. Remarquons qu’il s’agit d’une grandeur
similaire a` celle qui est employe´e dans le rapport d’expe´rience, et chez Andritz. En
effet, le rapport utilise le coefficient µ = Q
A
√
2gH
, avec A la section du joint. Conside´rant
∆p = ρgH, on a CQ =
√
2 A
c2
µ, soit au premier ordre (A ≈ 2piRc) CQ = 2
√
2piR
c
µ.
– pratio le rapport de pressions pratio =
p2
∆p
– 1
Re
l’inverse d’un nombre de Reynolds donne´ par Re =
c
q
∆p
ρ
η
– 1√
Euθ
, avec le nombre d’Euler tangentiel de´fini par Euθ =
∆p
(nc)2ρ
Notons qu’il est e´galement possible de choisir d’autres parame`tres adimensionnels pour
de´crire le proble`me, et substituer ainsi les variables Cq et
T
c
par µ et T
H
, qui sont respectivement
le coefficient de de´bit tel que de´fini chez Andritz, et un rapport de forme de la cavite´. De
plus, la de´finition des nombres Reθ et Euθ peut se faire de plusieurs fac¸ons diffe´rentes. On
retiendra en particulier Reθ et Euθ, base´s sur la vitesse tangentielle ωR, et non sur
√
∆p
ρ
.
D’autre part, nous pouvons constater qu’aucune mesure de l’influence de l’e´coulement au
sein du joint sur la rotation du rotor n’a e´te´ effectue´e : nous n’avons aucune ide´e du couple
de frottement induit par chaque ge´ome´trie. Ne´anmoins, nous pouvons conside´rer une re´ponse
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supple´mentaire, correspondant dimensionnellement au couple de frottement.
Conside`rons donc un moment de frottement M , en Nm ≡ kgm2kg−2. En choisissant les
meˆmes grandeurs de re´fe´rence que pre´ce´demment, on obtient un coefficient de frottement Cf
adimensionnel tel que Cf =
M
c3∆p
. Chez Andritz, il est de´fini par CM =
M
piρω2R4L
. On a donc
CM = Cf
(
c
R
)4 c
L
Euθ
pi
.
Maintenant que nous avons de´termine´ quelles grandeurs sont les plus pertinentes, nous
pouvons les calculer pour chaque essai. Ces donne´es adimensionnelles nous permettront aussi
par la suite de comparer simplement les simulations nume´riques, les re´sultats expe´rimentaux
et les calculs semi-empiriques.
On obtient finalement un tableau de donne´es semblable au tableau 4.1, chaque ligne
correspondant aux donne´es adimensionnelles d’un essai effectue´ en laboratoire.
Tableau 4.1 Exemple de donne´es expe´rimentales
1
Re
1√
Euθ
T
c
H
c
L
c
R
c
Cq pratio
8.762E-05 8.157E-04 66.67 57.33 333.33 600.00 2.6125E+03 2.1890E-02
...
...
...
...
...
...
...
...
3.869E-05 3.202E-02 20.00 4.00 60.00 90.00 5.4431E+02 3.9457E-01
4.1.3 Lien avec l’e´tude simplifie´e et les simulations adimensionnelles
Nous pouvons en outre faire le lien entre les grandeurs utilise´es pour de´crire les tests
expe´rimentaux d’un coˆte´, les grandeurs adimensionnelles utilise´es dans l’analyse laminaire
(cf. chapitre 3 et annexe A) d’un autre, et enfin avec parame`tres utilise´s lors des simulations
nume´riques.
L’adimensionnalisation des e´quations de Navier-Stokes met en e´vidence un nombre de
Reynolds base´ sur la vitesse de re´fe´rence u∗0. Si la vitesse de re´fe´rence choisie est la vitesse
de´bitante (comme c’est le cas dans les simulations a` conditions limites de de´bit ou de vitesse),
nous aurons donc Rez =
ρcQ
S
η
. En substituant CQ =
Q
c2
q
∆p
ρ
et Re =
c
q
∆p
ρ
η
, on obtient alors
Rez = CQ
1
2pi
(
R
c
1
Re
)−1
De la meˆme fac¸on, on obtient le nombre de Reynolds tangentiel usuel en substituant
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Euθ =
∆p
(nc)2ρ
et Re =
c
q
∆p
ρ
η
dans Reθ =
ρcωR
η
. On a finalement
Reθ =
1√
Euθ
1
Re
R
c
La vitesse tangentielle adimensionnelle utilise´e dans les simulations nume´riques vaut donc
alors
Reθ
Rez
=
(
R
c
)2
2pi
CQ
√
Euθ
Connaˆıtre les liens entre ces grandeurs sera crucial lorsqu’il s’agira de reproduire adimen-
sionnellement les expe´riences sous CFX.
4.1.4 Lien avec les prototypes de turbines
Le dispositif expe´rimental utilise´ pour e´tudier les joints est fondamentalement diffe´rent
des turbines utilise´es en pratique. La diffe´rence la plus importante est lie´e aux valeurs des
jeux : sur les turbines, ils sont relativement bien plus faibles que sur le montage expe´rimental,
comme le montre le tableau 4.2.
Tableau 4.2 Ordres de grandeur des dimensions des mode`les et prototypes
c [mm] R [m] R [adimensionnel]
Mode`le 0.3-2.54 0.2286 90-600
Prototype ∼ 0.5− 4 ∼ 2.5 ∼ 1000− 5000
Comme notre e´tude vise a` prendre en compte l’effet de la cavite´ du joint, R
c
n’est proba-
blement pas le facteur le plus important. Mais cette diffe´rence fondamentale doit eˆtre garde´e
a` l’esprit.
4.1.5 Incertitudes
Grandeurs expe´rimentales
Les incertitudes sur les parame`tres dimensionnels sont re´sume´s dans le tableau 4.3. Il
contient les valeurs moyenne´es sur l’ensemble des tests. Il faut preˆter une attention particu-
lie`re au fait que selon le test, l’incertitude relative sur les parame`tres ge´ome´triques, (et en
particulier sur le jeu c) varie. Par exemple, si l’incertitude absolue sur le jeu est 0.001 pouce,
un jeu large de 0.1 pouce aura une incertitude relative de 1 %, alors qu’elle sera de 10% pour
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un jeu de 0.01 pouce. C’est pourquoi les tests sur des jeux faibles ont des incertitudes plus
e´leve´es.
Tableau 4.3 Incertitudes sur les donne´es expe´rimentales
Variable Incertitude absolue Incertitude relative moyenne
c ±0.001 in 2.4 %
R ±0.001 in 0.0 %
T ±0.001 in 0.2 %
H ±0.002 in 1.0 %
L ±0.005 in 0.1 %
n ±2 rpm 0.2 %
ν n.a. 4.8 %
ρ n.a. 0.0 %
∆p n.a. 1.0 %
Q n.a. 1.5 %
Un des parame`tres les plus incertains n’est pas liste´ explicitement dans le tableau 4.3,
mais joue un roˆle important : la tempe´rature de l’eau. Elle n’est pas spe´cifie´e dans le rapport
d’expe´rience, et a donc e´te´ suppose´e de 21  . Cette supposition a e´te´ faite a` la lecture
d’un autre rapport relatif a` des tests sur joints droits, pour lesquels la tempe´rature avait
e´te´ mesure´e (Akgungor et Vu (1974)). Une attention particulie`re doit eˆtre accorde´e a` cette
hypothe`se, sachant qu’une variation de 5  provoque une variation d’environ 12 % de la
viscosite´ de l’eau. Afin de maintenir les incertitudes a` des valeurs raisonnables, une incertitude
de ±1  autour de 21  a e´te´ conside´re´e. Des formules empiriques ont ensuite e´te´ utilise´es
pour de´terminer les incertitudes sur la viscosite´ et la densite´ du fluide.
Grandeurs adimensionnelles
Des incertitudes sur les variables dimensionnelles re´sultent des incertitudes sur les va-
riables sans dimension. Le tableau 4.4 re´sume les tole´rances sur les grandeurs adimension-
nelles. Encore une fois, ces valeurs moyennes ont e´te´ calcule´es en prenant en compte l’ensemble
des tests. Les valeurs de´pendent en fait du test conside´re´.
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Tableau 4.4 Incertitudes sur les variables adimensionnelles
Variable Incertitude relative moyenne
R
c
2.4 %
T
c
2.6 %
H
c
3.3 %
L
c
2.5 %
1
Re
8.6 %
1√
Euθ
2.8 %
CQ 6.5 %
On peut remarquer que les incertitudes des variables adimensionnelles sont plus e´leve´es.
Cela est duˆ au fait que les parame`tres sans dimension accumulent les incertitudes des gran-
deurs dimensionnelles dont ils de´pendent. La grandeur la plus importante a` retenir ici est
l’incertitude sur le coefficient de de´bit CQ car c’est la valeur sur laquelle se base la compa-
raison entre expe´rience et simulation.
Excentricite´
Notre e´tude ne prend en compte aucune excentricite´ : les ensembles statique et en ro-
tation sont conside´re´s comme e´tant parfaitement concentriques. En pratique, le dispositif
expe´rimental a obligatoirement une certaine excentricite´, et des effets dynamiques, non nuls.
Ces effets induisent une certaine incertitude supple´mentaire, qui n’a pas e´te´ prise en compte.
4.1.6 Mode`le alge´brique
Maintenant que nous connaissons les variables adimensionnelles de´crivant les diffe´rentes
expe´riences mene´es, nous pouvons rechercher une approximation de la fonction reliant les
diffe´rents facteurs (rapports ge´ome´triques, nombres de Reynolds et Euler) aux re´ponses (co-
efficient de de´bit et rapport de pressions) : il s’agit de de´terminer la surface de re´ponse du
proble`me. Nous aimerions ainsi, a` partir de la se´rie de donne´es, de´terminer une expression
de la fonction f . La surface de re´ponse ainsi obtenue pourra ensuite eˆtre utilise´e pour de´ter-
miner les performances de ge´ome´tries diffe´rentes (mais ne´anmoins proches) de celles qui ont
e´te´ teste´es en laboratoire.
Pre´cisons ici que la surface de re´ponse obtenue correspond aux tests re´alise´s en labora-
toire : il n’est pas question de ge´ne´raliser a` grande e´chelle les re´sultats obtenus lors de ces
expe´riences.
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« C’est comme si les tests avaient e´te´ mal choisis... »
...e´crivait Bernard Cle´ment, le spe´cialiste des statistiques qui nous a e´claire´s sur le pro-
ble`me (Cle´ment (2010)).
En effet, e´tablir la surface de re´ponse d’un joint labyrinthe a` partir des donne´es expe´-
rimentales dont nous disposons n’est pas chose aise´e, et cela pour plusieurs raisons, parmi
lesquelles :
– L’he´te´roge´ne´ite´ des donne´es : alors que les parame`tres Euθ et Re varient de manie`re
plus ou moins continue (graˆce aux multiples valeurs de la chute et du de´bit releve´es),
les parame`tres ge´ome´triques sont eux plutoˆt discrets. Cela est lie´ au fait que seulement
cinq jeux ont e´te´ teste´s expe´rimentalement.
– La forte corre´lation entre L et R : une fois de plus, cela est lie´ au nombre de jeux
teste´s, mais aussi au fait que la longueur du joint et le rayon sont du meˆme ordre de
grandeur. Le jeu e´tant tre`s faible devant ces parame`tres, ils apparaissent corre´le´s apre`s
l’adimensionnalisation.
– 1√
Euθ
, qui prend 875 fois la valeur 0 : il s’agit des tests pour lesquels le rotor e´tait
immobile.
Les re´sultats dont nous disposons ne de´crivent pas convenablement l’espace de design : la
re´partition des tests dans l’hypercube est telle que seulement une petite partie est couverte.
C’est ce qui porte a` penser que les tests ont e´te´ mal choisis.
Si les expe´riences devaient eˆtre refaites a` l’heure actuelle, les tests et ge´ome´tries choisies
seraient diffe´rents : on concevrait un plan d’expe´riences en utilisant les me´thodes statistiques
approprie´es, dont certaines sont de´crites au chapitre 5. On obtiendrait alors une se´rie de
mesures plus facilement exploitables, et finalement plus utiles.
Des solutions
Pour obtenir ne´anmoins un mode`le repre´sentatif du comportement des joints teste´s, plu-
sieurs solutions sont a` notre disposition.
La premie`re consiste en diviser l’espace en « hyperboˆıtes », repre´sentant chacune une
petite partie de l’espace. Pour cela, on divise l’intervalle de variation de chaque parame`tre
en un nombre fini de sous-intervalles. On obtient alors des sous espaces en combinant chaque
sous-intervalle de chaque parame`tre avec les autres. On regroupe ensuite tous les tests pre´sents
dans le sous espace forme´, et on moyenne le tout sur ce dernier. Ceci permet de re´duire de
manie`re importante le nombre de tests, et surtout, de regrouper en une seule donne´e plusieurs
tests proches l’un de l’autre.
Le proble`me de cette me´thode est que le nombre de boˆıtes ne contenant aucun test est tre`s
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e´leve´. Par exemple, si l’on divise l’intervalle de variation de chaque parame`tre en 5, l’espace
est au divise´ au total en 56 = 15625 sous-espaces. Seulement, parmi ces 15625 hyperboˆıtes,
seules 143 ne sont pas vides ! On retrouve ici de manie`re flagrante le fait que les tests ne
couvrent pas l’espace de design comme il le faudrait.
Le de´coupage en sous-espaces permet d’autre part d’obtenir un nombre de tests rai-
sonnable, qui pourront e´ventuellement eˆtre utilise´s comme re´fe´rences pour la validation du
mode`le nume´rique.
L’autre solution pour obtenir une surface de re´ponse a` partir de nos 2600 tests est de
choisir ale´atoirement un nombre restreint de tests parmi l’ensemble disponible. Graˆce a` ces
tests choisis, on peut construire plus facilement un mode`le qu’avec tout l’ensemble. Une
fois le mode`le construit, on peut regarder comment il se comporte sur les autres re´gions de
l’espace, et de´terminer ainsi s’il est pre´cis sur l’ensemble des tests. Ce processus peut eˆtre
re´pe´te´ plusieurs fois afin d’obtenir un mode`le satisfaisant. Cependant, les proble`mes trouve´s
sur l’ensemble des donne´es se retrouvent sur des sous-espaces choisis ale´atoirement.
Une autre alternative est de construire un mode`le statistique en se basant sur les tests
qui ont e´te´ choisis pour la validation du mode`le CFD, qui sont de´crits ci-dessous.
4.2 Spe´cifications du mode`le de calcul
Cette partie de´taille les caracte´ristiques du mode`le CFD utilise´ par notre e´tude.
4.2.1 Le mode`le de turbulence SST
Notre mode`le utilise le mode`le de turbulence SST a` bas Reynolds pour plusieurs raisons.
Comme nous utilisons le code commercial ANSYS CFX 12, il nous est plus simple de choisir
parmi les mode`les inte´gre´s a` ce logiciel. Le mode`le SST est le plus approprie´ car il utilise a`
la fois le mode`le k − ω (pour la mode´lisation de l’e´coulement pre`s des parois) et le mode`le
k − ε. De plus, la rugosite´ peut eˆtre prise en compte dans la dernie`re version du code.
E´quations re´solues
Conside´rons d’abord les e´quations de Navier-Stokes pour un proble`me incompressible,
isotherme et en re´gime permanent, qui seront re´solues par ANSYS CFX.
ρv · ∇v = −∇p+ (µ+ µt)∇2v (4.1)
∇ · v = 0 (4.2)
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Re´sumons maintenant les caracte´ristiques du mode`le SST. Comme l’indique l’aide de CFX
(ANSYS Inc. (2009b)), son comportement est re´gi par les e´quations suivantes.
Pre`s des parois, le mode`le k − ω est utilise´ (ANSYS Inc. (2009b); Wilcox (2006)) :
∂ (ρk)
∂t
+∇ · (ρvk) = ∇ ·
[(
µ+
µt
σk1
)
∇k
]
+ Pk − β′ρkω (4.3)
∂ (ρω)
∂t
+∇ · (ρvω) =∇ ·
[(
µ+
µt
σω1
)
∇ω
]
+ α1
ω
k
Pk − β1ρω2
(4.4)
En revanche, plus loin des murs, k − ε est mis en oeuvre (ANSYS Inc. (2009b)) :
∂ (ρk)
∂t
+∇ · (ρvk) = ∇ ·
[(
µ+
µt
σk2
)
∇k
]
+ Pk − β′ρkω (4.5)
∂ (ρω)
∂t
+∇ · (ρvω) =∇ ·
[(
µ+
µt
σω2
)
∇ω
]
+ 2ρ
1
σω2ω
∇k∇ω
+ α2
ω
k
Pk − β2ρω2
(4.6)
La transition entre ces deux mode`les dans la partie supe´rieure de la couche limite est
assure´e par l’expression suivante :
Φ3 = FΦ1 + (1− F ) Φ2 (4.7)
Ou` Φ1, Φ2 et Φ3 sont respectivement les coeeficients des mode`les k− ω, k− ε, et SST. F
est alors la fonction de ponde´ration donne´e par
F = tanh
max(2√k
βωy
,
500ν
y2ω
)2 (4.8)
Ou` y est la distance a` la paroi la plus proche.
De plus, le mode`le SST utilise une limitation de la viscosite´ turbulente, donne´e par
νt =
µt
ρ
=
a1k
max (a1ω, SF2)
(4.9)
Dans toutes ces e´quations, β′, α1, α2, β1, β2, σω1, σω2, σk1, σk2, a1 sont des constantes
propres au mode`le (cf. ANSYS Inc. (2009b); Wilcox (2006) pour des de´tails et les valeurs),
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alors que Pk est la production turbulente donne´e par
Pk = µt∇v ·
(∇v +∇vT )− 2
3
∇ · v (3µt∇ · v + ρk) (4.10)
F2 est une fonction de me´lange similaire a` F (F2 = tanh
(
max
(
2
√
k
β′ωy ,
500ν
y2ω
)2)
) et S est
une fonction du niveau de contrainte (S =
√
2SijSij).
Forces visqueuses et e´chelle
Lorsque l’on s’inte´resse a` un joint hydraulique, il faut se reme´morer le contexte dans
lequel se trouve notre syste`me : le joint est un tre`s petit intervalle entre le rotor et le stator.
Si petit qu’aux nombres de Reynolds auxquels il est soumis (typiquement en dessous de
quelques dizaines de milliers), les couches limites reveˆtent une importance particulie`re, et
leur influence sur l’e´coulement devient non-ne´gligeable. C’est pourquoi il est important de
bien mode´liser l’e´coulement a` proximite´ du mur, et pourquoi un mode`le k−ω est inte´ressant.
Rugosite´
Pour eˆtre aussi pre´cis que possible, notre mode`le de turbulence devrait prendre en compte
l’effet de la rugosite´ lorsqu’il mode´lise les e´coulements a` proximite´ des parois (Le Roy (2008)).
C’est possible lorsque l’on utilise ANSYS CFX avec le mode`le SST.
D’apre`s l’oeuvre de Schlichting (Schlichting (2000)), qui est une re´fe´rence dans le domaine
de la mode´lisation des couches limites, il existe trois re´gimes d’e´coulement possibles lorsque la
rugosite´ est prise en compte : hydrauliquement lisse, transitionnel, et purement rugueux. Pour
ces trois re´gimes, les e´quations re´gissant l’e´coulement a` proximite´ des parois sont diffe´rentes.
Elles sont re´sume´es dans le tableau 4.5.
Dans CFX, la rugosite´ n’est pas mode´lise´e aussi finement. Une seule expression est utilise´e
pour les trois re´gimes.
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Tableau 4.5 Formulations de la rugosite´
Re´gime Crite`re
Schlichting
CFX
u+ = 2.5 ln
(
y+
k+s
)
+B, avec
Lisse k+s < 5 B = 5.5 + 2.5 ln (k
+
s )
u+ = 1
κ
ln
(
y+
1+0.3k+s
)
+ 5.2Transitionnel 5 < k+s < 70 B donne´e par une
caracte´ristique empirique
Rugueux k+s > 70 B = 8.5
Une attention particulie`re est a` accorder a` la valeur de la rugosite´ que l’on donne au
solveur. En effet, CFX prend comme parame`tre la rugosite´ « grain de sable » e´quivalente
(« sand grain roughness » en anglais), qui est diffe´rente de la rugosite´ « technique » couram-
ment employe´e. La figure 4.2 illustre cette e´quivalence.
Figure 4.2 E´quivalence des rugosite´s
D’apre`s Schlichting (2000), la relation entre la rugosite´ k et la rugosite´ e´quivalente ks est
donne´e par
5.75 log
(
ks
k
)
= 8.5−B
avec B une constante de´finie en fonction de la rugosite´. Dans notre cas, B = 5.2 est cohe´-
rent avec la fac¸on dont CFX prend en compte la rugosite´ et le raisonnement the´orique de
Schlichting.
Des tests ont e´te´ mene´s en prenant en compte la rugosite´, et en conside´rant les parois
lisses. Comme de´taille´ plus bas, paradoxalement, le mode`le ne conside´rant pas la rugosite´ a
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donne´ de meilleurs re´sultats.
4.2.2 Maillage
Ge´ome´trie axisyme´trique
La principale hypothe`se ge´ome´trique est celle d’un e´coulement axisyme´trique en deux
dimensions : on ne prendra pas en compte d’effet 3D. Cette hypothe`se peut eˆtre faite a` la
lecture de la figure 2.1, qui repre´sente les domaines d’e´coulement ou` les vortex de Taylor sont
susceptibles d’apparaitre. Comme e´voque´ dans la revue de litte´rature (cf. page 11), cette
figure re´sulte d’e´tudes ante´rieures (Le Roy et al. (2009); Vu (1976)).
Les tests choisis pour la validation du mode`le sont re´sume´s dans le tableau 4.7. Comme
aucun d’entre eux ne se situe dans la zone ou` sont des vortex de Taylor sont enclins a` se
de´velopper, on peut supposer qu’ils ne sont soumis a` aucun effet 3D.
Caracte´ristiques ge´ne´rales du maillage
Le maillage utilise´ est e´quivalent a` un maillage 2D structure´. Comme CFX ne peut simuler
directement des proble`mes bidimensionnels, d’apre`s des e´tudes ante´rieures (Le Roy (2008);
Le Roy et al. (2009)), un maillage 2D a e´te´ extrude´ par rotation pour former un maillage
3D e´pais d’un seul e´le´ment. L’amplitude angulaire est volontairement petite, afin que les
e´le´ments fins ne soient pas de´ge´ne´re´s.
Distribution parabolique
Comme notre mode`le de turbulence a besoin d’un nombre suffisant de noeuds a` proximite´
de la paroi pour calculer le comportement de la couche limite, une distribution parabolique
a e´te´ utilise´e. On s’assure ainsi qu’il y ait assez d’e´le´ments pre`s des parois de la cavite´ et
des joints droits amont et aval. De plus, cette distribution a e´te´ utilise´e dans des e´tudes
ante´rieures (Le Roy (2008); Le Roy et al. (2009)) et s’est montre´e efficace. Un exemple de
maillage grossier utilise´ pendant l’e´tude est montre´ a` la figure 4.3.
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Figure 4.3 Exemple de maillage
Premier noeud
Une fois de plus, pour calculer convenablement l’e´coulement a` proximite´ des parois, le
premier noeud doit eˆtre tre`s proche de celles-ci. Le crite`re y+ < 2, conseille´ par Wilcox
(Wilcox (2006)) et l’aide de CFX (ANSYS Inc. (2009b)) doit eˆtre respecte´. Un des parame`tres
les plus importants du maillage est la distance entre la paroi et le premier noeud, qui dans
notre cas est fixe´ a` 0.001c, soit un millie`me du jeu. On obtient ainsi un y+ assez faible.
4.2.3 Conditions limites
Entre´e
Deux types de conditions limites ont e´te´ utilise´es. Une vitesse normale uniforme a d’abord
e´te´ impose´e pour les tests a` rotation nulle. Mais si cette condition est utilise´e pour les tests
avec rotation, une singularite´ est cre´e´e. En effet, pre`s du rotor, le mouvement est purement
tangentiel, alors que la vitesse impose´e a` l’entre´e est purement axiale. C’est pourquoi l’im-
position des profils pleinement de´veloppe´s constitue la meilleure alternative pour ces tests,
l’inconve´nient e´tant alors le calcul supple´mentaire des profils.
Une autre solution consiste a` fixer la pression statique en entre´e. Mais comme l’e´crit V. Le
Roy dans son me´moire de maitrise (Le Roy (2008)), et comme on a pu l’observer en simulant,
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la convergence est moins rapide en utilisant cette alternative.
Sortie
Deux conditions de sortie ont e´te´ teste´es. La premie`re est l’imposition de la pression
statique moyenne. La seconde est appele´e « Opening » dans CFX, et permet le calcul d’une
perte de charge en sortie du joint, base´e sur la vitesse normale en sortie. La direction de
l’e´coulement peut eˆtre calcule´e automatiquement, et la perte de charge 1
2
ρfv2n ajuste´e par
l’utilisateur, qui doit entrer le coefficient f . De plus, il n’y a aucun de´tail dans l’aide du
logiciel (ANSYS Inc. (2009b)) quant a` ce qui se passe re´ellement quand on applique cette
condition limite. Comme pre´cise´ plus bas, son utilisation a e´te´ abandonne´e apre`s quelques
tests, parce qu’elle ralentissait la convergence et ne donnait pas de meilleurs re´sultats que la
condition de pression moyenne nulle.
4.2.4 Calcul
Deux configurations mate´rielles ont e´te´ utilise´es. La premie`re, qui est aussi la plus efficace,
est un ordinateur dual-quadcore disposant de 24 Go de RAM. La seconde est un re´seau de
deux a` six stations de travail non utilise´es la nuit. Pour une ge´ome´trie donne´e, le re´sultat
de chaque raffinement de maillage a e´te´ utilise´ comme conditions initiales du prochain, de
manie`re a` acce´le´rer la convergence. Le facteur d’e´chelle temporelle (« Timescale factor » )
du solveur a aussi e´te´ modifie´ selon le comportement de chaque test, encore une fois pour
acce´le´rer la convergence.
4.3 Re´sultats de la validation
La de´marche suivie pour la validation du mode`le nume´rique est la suivante. Une fois les
donne´es expe´rimentales adimensionnalise´es et traite´es pour eˆtre facilement comparables, on
choisit plusieurs tests de pre´dilection (par exemple, les cas re´sultants de la de´composition de
l’espace de design en sous-espaces). On me`ne alors des simulations nume´riques sur ces tests.
L’objectif est de trouver les bons parame`tres et d’ajuster le mode`le CFD de manie`re a` obtenir
des re´sultats fide`les aux mesures expe´rimentales.
Si les simulations sont conformes aux re´sultats expe´rimentaux, nous pourrons estimer
que le mode`le est valide´ et fide`le a` la re´alite´. Il sera alors possible de tenter de simuler des
ge´ome´tries autres que celles dont nous connaissons expe´rimentalement le comportement, dans
le but d’en optimiser les performances.
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4.3.1 Pre´liminaires : ve´rification du mode`le
Nous devons ici rappeler un fait tre`s important pour toutes les simulations mene´es, et
ce, quel que soit le domaine : les remarques suivantes ne se limitent pas a` la pre´sente e´tude.
Certaines explications de ce paragraphe sont inspire´es, entre autres, des cours et confe´rences
donne´s par Dominique Pelletier, de l’E´cole Polytechnique de Montre´al. Ce raisonnement est
aussi applique´ et de´crit dans plusieurs e´tudes de ce meˆme auteur (Pelletier et al. (2004)).
Nous ferons ici une distinction entre la ve´rification et la validation d’un mode`le :
– La ve´rification consiste en ve´rifier que le re´sultat que le mode`le nous renvoie est bien
celui des e´quations qu’on lui a demande´ de re´soudre. Un mode`le sera ve´rifie´ s’il re´sout
bien les e´quations que nous voulons qu’il re´solve.
– La validation consiste a` comparer les re´sultats du mode`le pre´alablement ve´rifie´ a` des
re´sultats expe´rimentaux, afin de s’assurer que le mode`le mode´lise bien le phe´nome`ne que
l’on veut reproduire. E´videmment, ce mode`le ne peut eˆtre parfait : une certaine erreur
de mode´lisation du phe´nome`ne persiste. A` nous de choisir et/ou de´velopper un mode`le
dont l’erreur est infe´rieure au niveau d’acceptation que nous nous fixons. Typiquement,
pour notre application, une erreur infe´rieure a` 15% est acceptable.
En somme, un mode`le est valide´ s’il re´sout bien les bonnes e´quations.
Dans notre cas, nous allons ve´rifier le mode`le avant chaque simulation. Pour cela, nous
partirons a` chaque fois d’un maillage grossier, puis raffinerons en multipliant par un facteur
de raffinement (typiquement 2 ou
√
2) le nombre de noeuds par areˆte a` chaque pas. On
s’attachera ensuite a` effectuer le calcul, et ve´rifiant que la re´solution du syste`me est converge´e
au maximum : on s’affranchit ainsi des erreurs dues a` la re´solution du syste`me Ax = b
proprement dite. Apre`s chaque simulation, on regardera les grandeurs qui nous inte´ressent,
en l’occurrence les coefficients de de´bit et de frottement. Ces grandeurs e´tant inte´grales et
non ponctuelles, elles refle`tent bien la convergence asymptotique de nos calculs de plus en
plus fins.
A` chaque raffinement, nous aurons donc de nouvelles valeurs. En trac¸ant l’e´volution de
ces valeurs en fonction du nombre d’e´le´ments (ou de noeuds), nous devrions observer un
comportement asymptotique : au dela` d’un certain nombre d’e´le´ments, le re´sultat ne changera
pas, ou tre`s peu. Une fois l’asymptote assez proche, nous saurons combien d’e´le´ments sont
ne´cessaires pour obtenir le bon re´sultat des e´quations du mode`le : le mode`le sera alors ve´rifie´.
Nous pourrons en outre comparer le re´sultat obtenu au re´sultat expe´rimental, et ainsi valider
ou non le mode`le pour le test concerne´.
Pour eˆtre le plus rigoureux possible, ce processus devrait eˆtre suivi pour chaque test
simule´. Malgre´ le temps de calcul ne´cessaire e´tant relativement important, le mode`le a e´te´
ve´rifie´ pour chaque test, et comme de´taille´ plus bas, le re´sultat a e´te´ obtenu en extrapolant
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les re´sultats des raffinements successifs.
4.3.2 Extrapolation de Richardson
Les raffinements successifs du maillage permettent de faire de´croˆıtre l’erreur de CQ par
rapport a` la solution exacte, qui nous est inconnue. Ainsi, au fur et a` mesure que l’on raffine
le maillage, on obtient un tableau semblable au tableau 4.6, qui prend pour exemple le test
1814. On a ici la re´ponse de notre syste`me, ∆p, permettant de calculer le coefficient de de´bit
CQ, en fonction du nombre de noeuds 2D N , et d’un parame`tre repre´sentant la finesse du
maillage : h = 1√
N
.
Tableau 4.6 E´volution des re´sultats en fonction du raffinement
Nombre de noeuds 2D N h = 1√
N
∆p CQ
9272 0.0103852 1.1169 1065.66
...
...
...
...
149600 0.0025854 1.0522 1097.58
298690 0.0018297 1.0568 1095.28
Le tableau 4.6 montre une se´rie de raffinements. Pour ce test, chaque nombre de noeuds
par areˆte e´tait multiplie´ par
√
2 a` chaque raffinement. Ce facteur avait e´te´ choisi afin de bien
mettre en e´vidence la convergence asymptotique du proble`me. Cela a permis de bien montrer
la tendance repre´sente´e par la figure 4.5.
Logiquement, en multipliant chaque nombre de noeuds par areˆte par
√
2, on multiplie
par deux le nombre de noeuds 2D. Mais en pratique, le nombre de noeuds sur les areˆtes
inte´rieures au domaine n’est multiplie´ que par
√
2 : le nombre de noeuds 2D n’est donc pas
exactement multiplie´ par deux a` chaque raffinement. Les areˆtes en question sont mises en
e´vidence figure 4.4.
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Figure 4.4 Areˆtes inte´rieures
On peut ge´ne´raliser le constat de cette impre´cision a` tout facteur de raffinement pour le
nombre de noeuds par areˆte : quel que soit le facteur de raffinement t, le nombre de noeuds
2D n’est pas exactement multiplie´ par t2 dans notre cas.
L’extrapolation de Richardson « classique » de´crite ci-dessous n’est valide que lorsque
le facteur de raffinement est constant entre les diffe´rents re´sultats raffine´s. Pour des pas
variables, la solution existe (Stoer (2002)), mais est plus difficile a` imple´menter que la solution
basique. Comme il a e´te´ constate´ que des impre´cisions dans l’extrapolation provoquaient une
variation faible de la solution extrapole´e, afin de rester pre´cis mais de ne pas surcharger
le traitement des re´sultats, il a e´te´ choisi d’extrapoler en se basant seulement sur les deux
derniers raffinements.
Pour extrapoler les re´sultats et obtenir une valeur asymptotique, la formule suivante a
donc e´te´ employe´e.
∆pasymp =
tp∆ph
t
−∆ph
tp − 1 (4.11)
Avec t le facteur de raffinement tel que t = hn
hn−1
, n e´tant le nombre de finesses simule´es.
Cette formule re´sulte de la de´marche suivante (Stoer (2002); Fortin (2008)). Soit ∆pexa
la solution exacte que nous cherchons. On a
∆pexa = ∆ph + ah
p +O
(
hp+q
)
(4.12)
∆pexa = ∆ph
t
+ a
h
t
p
+O
(
hp+q
)
(4.13)
En combinant ces deux e´quations (tp × 4.13− 4.12), on obtient
(tp − 1) ∆pexa = tp∆ph
t
−∆ph +O
(
hp+q
)
(4.14)
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tp∆ph
t
−∆ph
tp−1 est alors une approximation de ∆pexa d’ordre p + q. En pratique, dans notre
cas, on a p = 2. E´videmment, comme le processus de ve´rification et validation implique de
nombreux maillages, de multiples calculs et postprocessings, il est entie`rement automatise´ :
c’est cette e´tape d’automatisation que de´crit le paragraphe suivant.
4.3.3 Automatisation des simulations
Comme de´crit plus haut, il est ne´cessaire d’automatiser le processus de maillage, pre-
processing, calcul et post-processing pour mener a` bien la ve´rification et la validation du
mode`le. D’ailleurs, l’algorithme de´veloppe´ pourra e´galement servir plus tard, pour mener les
expe´riences nume´riques sur d’autres ge´ome´tries de joint.
Tout le processus a e´te´ scripte´ graˆce a` la commande awk sous Linux, qui permet de lire
et e´diter les fichiers, tout en appelant les diffe´rents programmes ne´cessaires.
L’algorithme d’automatisation a la forme suivante.
1. Initialisation :
(a) Nettoyage ou cre´ation des fichiers et re´pertoires concerne´s
(b) Lecture des diffe´rents parame`tres du programme
(c) E´dition des sous-scripts de maillage, pre´processing et postprocessing.
2. Pour chaque test :
(a) Lecture des donne´es d’entre´e de la ge´ome´trie en question
(b) Lecture des parame`tres du mode`le (nombre de noeuds, conditions limites...)
(c) Initialisation des diffe´rentes variables propres au test simule´
(d) Simulation avec raffinements successifs :
i. Modification du degre´ de raffinement
ii. Cre´ation du nouveau maillage
iii. Modification du fichier pre´processeur et ge´ne´ration du fichier .def contenant
les donne´es du calcul
iv. Calcul de la solution
v. Postprocessing : calcul des coefficients de de´bit et de frottement
vi. Lecture des re´sultats du raffinement courant et sauvegarde dans un fichier
annexe
vii. Cre´ation des graphes de convergence
(e) Cre´ation des fichiers regroupant les re´sultats, ainsi que du graphe de convergence
asymptotique
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4.3.4 Choix des tests
Dans les processus de ve´rification et validation du mode`le, le choix des tests est important.
Plusieurs ge´ome´tries diffe´rentes ont e´te´ choisies, afin de tester le mode`le sur une certaine
varie´te´ de proble`mes. Les spe´cifications des tests choisis sont pre´cise´s dans le tableau 4.7.
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Tableau 4.7 Exemples de tests
Test Ge´ome´trie Rez Reθ Ta
1919
R
c
= 90 47786
46488
58361
13142
0
37241
74485
74485
0
3926
7851
7851
L
c
= 80
H
c
= 4
T
c
= 40
1879
R
c
= 120 41900
60256
40874
20326
0
27932
55864
55864
0
2550
5100
5100
L
c
= 63.3
H
c
= 5.7
T
c
= 10
1852
R
c
= 120 31979
39747
30389
11270
0
27932
55864
55864
0
2550
5100
5100
L
c
= 63.3
H
c
= 10.7
T
c
= 10
1814
R
c
= 180 21251
37634
12095
33165
0
18621
37242
37242
0
1388
2776
2776
L
c
= 90
H
c
= 16.5
T
c
= 10
1819
R
c
= 180 31999
15858
18475
7164
0
18621
37242
18621
0
1388
2776
1388
L
c
= 110
H
c
= 16.5
T
c
= 30
1805
R
c
= 360 10566
7986
9449
3989
0
9311
18621
18621
0
491
981
981
L
c
= 200
H
c
= 4
T
c
= 40
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4.3.5 Analyse des re´sultats
Convergence asymptotique
Pour chaque test (ge´ome´trie et point d’ope´ration donne´s), l’e´tude de raffinement de
maillage donne finalement des graphes similaires a` celui de la figure 4.5. Le nombre de noeuds
2D est en abscisse (CFX ne faisant pas de calcul 2D, le maillage utilise´ comptait en fait deux
fois plus de noeuds). L’ordonne´e correspond quant a` elle au coefficient de de´bit CQ, qui a e´te´
choisi pour controˆler la convergence asymptotique :
– Il s’agit de la variable de comparaison des re´sultats expe´rimentaux a` ceux des simula-
tions.
– CQ est une grandeur inte´grale, non ponctuelle : elle refle`te donc le comportement ge´ne´ral
du syste`me.
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Figure 4.5 Exemple de convergence asymptotique
On peut constater que les raffinements successifs tendent vers une valeur asymptotique,
dont on peut obtenir une approximation plus pre´cise en utilisant l’extrapolation de Richard-
son.
Pertes de charge en sortie
Pour chaque test, trois coefficients de de´bit ont e´te´ calcule´s, en utilisant respectivement :
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– La chute de pression aux bornes du joint, c’est a` dire la diffe´rence entre pressions
moyennes sur les sections d’entre´e et de sortie.
– La meˆme chute de pression, a` laquelle on ajoute une perte de charge ∆p′due a` l’expan-
sion brutale en sortie de joint. On peut de´finir cette perte de deux fac¸ons diffe´rentes :
∆p′ = 1
2
ρfv2n (perte base´e sur la vitesse normale a` la sortie) ou ∆p
′ = 1
2
ρfv2 (perte
base´e sur la vitesse totale). Comme la condition limite pression statique moyenne nulle
a e´te´ utilise´e, la perte de charge en sortie a e´te´ calcule´e a posteriori.
Le coefficient f a e´te´ fixe´ a` 1, selon les recommandations d’e´tudes ante´rieures (Le Roy
(2008); Rhode et Hibbs (1992)). Cette hypothe`se semble valide, dans la mesure ou` les re´-
sultats du mode`le nume´rique sont proches des valeurs expe´rimentales. Ne´anmoins, d’autres
hypothe`ses importantes (comme celle des parois lisses) influent sur les re´sultats du mode`le, et
rien ne nous permet donc d’affirmer que cette valeur de f nous permet d’obtenir la ve´ritable
perte de charge en sortie du joint.
Comme on peut le constater a` la figure 4.6, la diffe´rence entre les valeurs corrige´es et les
valeurs sans perte de charge est non ne´gligeable.
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Figure 4.6 Pertes de charge en sortie
Aucune perte de charge en entre´e de joint n’a e´te´ prise en compte, les e´tudes ante´rieures
(Le Roy (2008)) montrant qu’elles sont ne´gligeables devant celles de sortie.
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Comparaison des re´sultats nume´riques et expe´rimentaux
La figure 4.7 repre´sente un exemple de comparaison des re´sultats nume´riques aux donne´es
expe´rimentales. Ces re´sultats ont e´te´ obtenus en utilisant la correction base´e sur la vitesse
normale, a` Reθ = 37242 et Rez = 33165.
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Figure 4.7 Comparaison entre CFD et expe´rience, test 1814, Reθ = 37242 ; Rez = 33165
Ce re´sultat est particulie`rement pre´cis : l’erreur entre la valeur nume´rique et la valeur
expe´rimentale est infe´rieure a` 0.2 %. Il s’agit de l’une des meilleures pre´cisions obtenues.
Les comparaisons entre CFD et expe´rience sont re´sume´es par la figure 4.8. Sur cet his-
togramme, les valeurs des erreurs relatives entre les re´sultats nume´riques utilisant la correc-
tion base´e sur la vitesse normale et extrapole´s et les valeurs expe´rimentales correspondantes
pour chaque test simule´. Les ge´ome´tries ont e´te´ classe´es par jeu de´croissant, et les points
d’ope´ration par ratios Rez
Reθ
croissants, qui repre´sentent l’influence de la vitesse tangentielle.
L’incertitude expe´rimentale de chaque test est e´galement repre´sente´e.
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Figure 4.8 Diffe´rences entre re´sultats expe´rimentaux et nume´riques.
Quelques commentaires peuvent eˆtre faits sur ces re´sultats :
– De manie`re ge´ne´rale, la diffe´rence entre les re´sultats CFD et expe´rimentaux est relati-
vement faible.
– Plus de la moitie´ des erreurs sont infe´rieures aux incertitudes expe´rimentales.
– Certains tests sont plus pre´cis que d’autres. Par exemple, les erreurs du test 1805 sont
parmi les plus importantes. Malheureusement, il n’y a pas de raison e´vidente expliquant
cette disparite´.
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Tableau 4.8 Statistiques des e´carts
Minimum Maximum Moyenne E´cart-type relatif
Erreur 0.13 % 17.81 % 6.49 % 75.6 %
Comme le re´sume le tableau 4.8, selon le test, l’erreur varie de 0.04 % a` 15.13 %, l’erreur
moyenne e´tant en dessous de 6 %. L’e´cart-type relatif est assez e´leve´ : la valeur moyenne
ne peut donc pas eˆtre conside´re´e comme valable pour tous les tests. La figure 4.9 comporte
un histogramme repre´sentant plus pre´cise´ment la distribution de l’erreur autour de sa valeur
moyenne.
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Figure 4.9 Histogramme de « qualite´ du mode`le »
Notons que l’e´cart moyen de 6.49% obtenu est de l’ordre de l’incertitude expe´rimentale
moyenne, qui vaut 6.5% (cf. tableau 4.4).
4.4 Conclusions et remarques
Les re´sultats de ce chapitre peuvent eˆtre re´sume´s de la manie`re suivante. En conside´rant
les hypothe`ses suivantes :
1. E´coulement incompressible, isotherme en re´gime permanent.
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2. Aucune excentricite´.
Les affirmations suivantes peut eˆtre faites :
1. Le mode`le nume´rique mode´lisant la turbulence par le mode`le SST, des distributions
de maillage paraboliques, des conditions limites d’entre´e de vitesse, et de pression en
sortie et une perte de charge en sortie base´e sur la vitesse normale peut reproduire avec
une pre´cision relativement e´leve´e les re´sultats expe´rimentaux des tests concerne´s.
2. Ce mode`le donne des pre´dictions macroscopiques du coefficient de de´bit CQ relative-
ment pre´cises, mais rien ne peut eˆtre affirme´ quant aux formes des e´coulements et a` la
mode´lisation de la turbulence au sein du joint.
Les re´sultats de cette validation sont intimement lie´s aux ge´ome´tries e´tudie´es. Comme
aucune donne´e expe´rimentale n’est disponible pour les prototypes de turbines, ce mode`le n’a
en aucun cas e´te´ valide´ dans ces cas de figure.
D’autres ge´ome´tries pourraient eˆtre e´tudie´es en utilisant le mode`le de´crit dans cette partie,
mais les re´sultats seront alors a` prendre avec grande pre´caution, puisque encore une fois,
aucunes donne´es expe´rimentales ne sont pour l’instant disponibles.
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CHAPITRE 5
MODE`LE ALGE´BRIQUE D’UN JOINT LABYRINTHE
Dans cette partie, on de´taille comment nous avons obtenu une surface de re´ponse pour
pre´dire la fuite au sein des joints labyrinthe. Le processus est le suivant. Supposant que nous
connaissons :
– La nature des diffe´rents facteurs et re´ponses du proble`me : par exemple, nous avons
ici six facteurs (quatre parame`tres ge´ome´triques et deux autres lie´s aux conditions de
fonctionnement), et une re´ponse (le coefficient de de´bit CQ).
– Les intervalles de variation des diffe´rents facteurs, de´finissant les bornes de notre espace
de design.
Graˆce a` la statistique, nous pouvons alors de´terminer quelles simulations nume´riques me-
ner pour mode´liser mathe´matiquement, par le biais d’une surface de re´ponse, le comportement
du joint. La de´marche suivie est repre´sente´e sur le diagramme 5.1.
Apre`s avoir de´fini l’espace dans lequel se trouvent nos parame`tres, nous le restreindrons a`
ses parties inte´ressantes en appliquant certaines contraintes. On de´terminera ensuite quelles
expe´riences simuler, puis on en obtiendra un mode`le mathe´matique, dont la fide´lite´ sera ve´-
rifie´e. On comparera ensuite ce mode`le aux re´sultats expe´rimentaux. Certaines modifications
pourront alors eˆtre envisage´es pour obtenir la surface de re´ponse finale.
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Figure 5.1 Processus de ge´ne´ration du mode`le statistique
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5.1 Plans d’expe´riences adapte´s aux simulations CFD
5.1.1 Introduction aux plans d’expe´riences
Un plan d’expe´riences est une liste de tests de´finis dans l’espace de design. Le domaine
plus the´orique des plans d’expe´riences e´tant vaste et complexe, nous ne rentrerons pas dans
les de´tails et nous contenterons d’introduire qualitativement quelques notions.
Supposons qu’un expe´rimentateur veuille e´tudier un dispositif prenant en compte sept
parame`tres d’entre´e, ou facteurs, et donnant deux re´ponses. Il doit faire un choix pour savoir
quels tests choisir pour obtenir un bon aperc¸u du comportement du syste`me, c’est a` dire
e´tablir un plan d’expe´riences.
Il peut, dans un premier temps, penser qu’il suffit de choisir un nombre de valeurs fixe´,
ou modalite´s, pour chaque facteur, puis de faire varier chaque facteur un par un. Ce plan
d’expe´riences est appele´ plan se´quentiel, ou factoriel complet.
Ce plan est avantageux dans la mesure ou` il couvre parfaitement l’espace : les tests
forment une grille homoge`ne sur tout l’espace. Mais notre expe´rimentateur devra eˆtre patient
s’il choisit un plan se´quentiel avec beaucoup de modalite´s par facteur : pour 7 parame`tres,
si on choisit 5 modalite´s, on obtient 57 = 78125 tests a` effectuer. Si chaque test prend cinq
minutes, il lui faudra plus de 6510 heures pour comple´ter ses tests, soit environ 186 semaines
a` 35 heures par semaine, ce qui n’est e´videmment pas envisageable.
5.1.2 Plans d’expe´riences nume´riques
En pratique, les facteurs d’environnement, qui sont suppose´s rester constants, peuvent
varier, perturbant ainsi les re´ponses du syste`me. Pour s’affranchir de ces variations non de´-
sire´es, il est ne´cessaire de partitionner, randomiser, et re´pe´ter les tests pour que l’expe´rience
soit mene´e a` bien.
Les tests nume´riques, eux, ne sont pas soumis a` ces variations inde´sirables : ils sont
de´terministes. Les designs d’expe´riences utilise´s dans le cadre des expe´riences sur ordinateur
sont donc diffe´rents des designs d’expe´riences classiques, puisqu’il n’y a pas de bruit ni de
biais provoque´ par les essais. Le mode`le nume´rique, lui, peut en revanche eˆtre biaise´.
Nous utiliserons le logiciel JMP de SAS Institute pour ge´ne´rer les plans d’expe´riences
nume´riques que nous utiliserons. Afin d’obtenir une surface de re´ponse reproduisant fide`-
lement le comportement du mode`le nume´rique, nous avons besoin d’un plan d’expe´riences
uniforme, c’est a` dire utilisant des tests couvrant la totalite´ de l’espace de design. Examinons
les diffe´rents plans d’expe´riences approprie´s a` notre proble`me propose´s par le logiciel. Ces
plans sont de´crits entre autres dans l’aide de JMP (SAS Institute (2009)), nous reprendrons
ici l’essentiel a` en connaˆıtre pour les utiliser.
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– Remplissage compact par des sphe`res : en utilisant ce plan, on de´termine les emplace-
ments des points a` simuler en remplissant l’espace de design (hypercubique) avec des
hypersphe`res de rayon le plus important possible. Les distances entre essais sont alors
maximise´es, mais les variations de chaque facteur peuvent eˆtre brutales.
– Hypercube latin : utilise un algorithme permettant a` la fois la variation uniforme des
facteurs et le bon e´talement des points dans l’espace. Les projections des points sur la
base des facteurs sont re´parties uniforme´ment. Un exemple d’hypercube latin en deux
dimensions a` 16 tests est repre´sente´ par la figure 5.2.
– Uniforme : re´partit uniforme´ment chaque facteur sur son intervalle de variation. Aucun
travail n’est fait sur la distance entre les points dans l’espace.
– E´nergie potentielle minimale : assimile les points a` des e´lectrons relie´s par des ressorts,
s’attirant et se repoussant, et minimise l’e´nergie potentielle du syste`me. Les points
de´termine´s par cette me´thode forment un ensemble de syme´trie sphe´rique, et uniforme.
– Entropie maximale : cherche a` maximiser l’information contenue dans le plan d’expe´-
riences en utilisant l’entropie de Shannon, en supposant que les donne´es sont re´parties
selon une distribution normale dont la variance de´pend de la corre´lation entre les dif-
fe´rents points.
– Processus Gaussien ISME-optimal : minimise l’inte´grale de l’erreur du processus gaus-
sien.
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Figure 5.2 Exemple d’hypercube latin a` 16 tests en deux dimensions
5.1.3 Crite`res de choix
Dans notre cas, le principal atout que doit avoir le plan d’expe´riences est le bon remplis-
sage de notre espace de design. Ainsi, ne connaissant pas vraiment toutes les subtilite´s des
diffe´rents plans, nous avons choisi le plan hypercube latin propose´ par le logiciel JMP. Ce
choix est relativement arbitraire : l’hypercube latin a e´te´ retenu car il est re´pute´ pour eˆtre
utilise´ couramment pour une grande varie´te´ de proble`mes.
5.1.4 Nombre de tests
Un des points cruciaux du plan d’expe´riences est le nombre de tests. D’apre`s Loeppky
et al. (2009), le choix du nombre de tests est meˆme plus crucial que celui du plan d’expe´riences
choisi. Typiquement, d’apre`s Bernard Cle´ment, un bon plan comportera toujours moins de
100 tests, sauf cas particulier. A` titre indicatif, il a de´ja` effectue´ seulement 64 tests pour un
proble`me a` 19 parame`tres. D’apre`s Loeppky et al. (2009), la re`gle empirique voulant que le
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nombre d’essais N soit donne´ par la relation N = 10d, d e´tant le nombre de dimensions du
proble`me, est dans la plupart des cas plutoˆt bonne, tant que les re´ponses ne sont pas trop
sensibles aux variations des facteurs, et que cette sensibilite´ n’est pas e´quitablement re´partie
entre les diffe´rents parame`tres.
Cependant, notre proble`me ayant six parame`tres, le nombre d’essais donne´ par cette re`gle
serait alors de l’ordre de soixante. Chaque cas prenant au moins quatre heures a` eˆtre calcule´
(ordre de grandeur pour un cas utilisant cinq finesses de maillage diffe´rentes, pour un facteur
de raffinement e´gal a` 2, et pour un maillage le plus fin d’environ un million de noeuds 3D),
le temps de calcul devient alors important : plus d’une dizaine de jours.
Le logiciel JMP conseille de ge´ne´rer 32 tests lorsque l’on veut cre´er un plans d’expe´riences
pour e´tablir une surface de re´ponse de´pendant de six parame`tres. Cette valeur semble co-
he´rente avec les dires de notre spe´cialiste en la matie`re, Bernard Cle´ment. Le premier plan
d’expe´riences essaye´ comporte donc « seulement » un peu plus d’une trentaine de tests (cf.
tableau 5.2).
5.2 Ge´ne´ration du plan d’expe´riences
Dans ce paragraphe, nous de´crirons les diffe´rents aspects a` conside´rer lors de la ge´ne´ration
de notre plan d’expe´riences.
5.2.1 Espace de design
Un hypercube
L’espace dans lequel se trouvent nos tests, ou espace de design, n’est pas juste un espace
a` six dimensions. En effet, certaines contraintes doivent eˆtre applique´es a` nos parame`tres afin
de ne pas cre´er de tests de´ge´ne´re´s. On e´vitera ainsi les ge´ome´tries telles celle repre´sente´e a` la
figure 5.3.
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Figure 5.3 Ge´ome´tries de´ge´ne´re´es
Pour restreindre l’espace de design aux valeurs des parame`tres qui nous inte´ressent, nous
devons imposer des contraintes a` l’algorithme qui cre´e le plan d’expe´riences. Malheureuse-
ment, cette fonctionnalite´ n’existe pas dans la version 8 de JMP. Il a donc e´te´ choisi d’appli-
quer les contraintes a posteriori :
1. On choisit un nombre N de tests amplement supe´rieur a` celui que l’on veut obtenir
finalement.
2. On ge´ne`re un plan deN expe´riences dans l’espace de design non-restreint, hypercubique.
3. On e´limine les tests ge´ne´re´s qui ne respectent pas les contraintes que l’on veut imposer.
4. Si le nombre de tests restants est insuffisant, on recommence le processus en augmentant
N .
En bref, nous avons inverse´ les deux premie`res e´tapes du diagramme 5.1.
Le choix des contraintes est ici crucial : c’est elles qui vont de´finir les bornes de notre
espace, et imposer ainsi des limites a` notre futur mode`le.
Parame`tres d’entre´e du proble`me
Il est ne´cessaire de bien choisir les six parame`tres d’entre´e de notre proble`me. On pourrait
facilement penser que les parame`tres qui ont e´te´ choisis pour de´crire les expe´riences effectue´es
en laboratoire sont judicieux pour ge´ne´rer notre plan d’expe´riences, et de´crire nos simulations
nume´riques.
Mais en pratique, alors que ces parame`tres sont parfaitement adapte´s a` la description des
donne´es expe´rimentales, ils le sont beaucoup moins pour ce qui est des expe´riences nume´-
riques. Pour bien le comprendre, rappelons que les donne´es de J.H. Lang e´taient de´crites de
la fac¸on suivante. Nous ferons ici abstraction de la pression en sortie de joint pour simplifier
la formulation.
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Nous pouvons facilement constater que les facteurs 1
Re
et 1√
Euθ
, ainsi que la re´ponse CQ
de´pendent tous les trois de la diffe´rence de pression aux bornes du joint ∆p. Cela ne pose
pas de proble`me quand il s’agit de de´crire de manie`re optimale les donne´es expe´rimentales,
puisqu’elle est alors connue. Mais dans le cas des simulations nume´riques, comme une condi-
tion limite d’entre´e de vitesse est utilise´e, ∆p est le re´sultat final du calcul, et n’est donc pas
connu a priori.
Nous ne pouvons donc pas de´crire les expe´riences a` mener avec les meˆmes parame`tres que
ceux qui ont e´te´ utilise´s pour les re´sultats expe´rimentaux. Afin de simplifier le proble`me et
de diminuer le nombre de calculs interme´diaires, nous utiliserons pour de´crire les conditions
de l’e´coulement les nombres de Reynolds axial Rez =
ρcQ
S
η
et tangentiel Reθ =
ρcωR
η
.
Restrictions de l’espace
Pour e´viter les de´ge´ne´rescences, nous allons imposer plusieurs contraintes a` l’espace de
design.
La plus e´vidente est de choisir des bornes pour nos parame`tres : on ne va pas travailler
sur un hypercube infini.
Ensuite, nous voulons e´viter les ge´ome´tries incohe´rentes comme celles de la figure 5.3.
Nous allons donc borner le rapport de forme H
T
de la cavite´, ainsi que le rapport L
T
, pour
e´viter que la cavite´ ne prenne toute la longueur du joint teste´, ou inversement, qu’elle ne soit
trop fine.
En plus de ces contraintes e´videntes et ge´ome´triques, nous devons imposer des restrictions
quant a` certains parame`tres physiques de l’e´coulement. Ainsi, la vitesse de rotation du rotor
ne pouvant eˆtre extreˆmement grande par rapport a` la vitesse axiale de l’e´coulement, le rapport
Reθ
Rez
se doit d’eˆtre borne´.
Finalement, nous pouvons re´sumer les contraintes restreignant l’espace dans le tableau
5.1. Les valeurs nume´riques reprises dans ce tableau correspondent aux valeurs re´sultant des
tests de validation du mode`le (cf. tableau 4.7, page 51). On peut e´galement choisir les valeurs
ayant e´te´ utilise´es lors des 99 tests mene´s en laboratoire. Ne´anmoins, cette se´rie de tests
comportant des ge´ome´tries de´ge´ne´re´es, il est ne´cessaire d’effectuer pre´alablement un tri.
Ces contraintes permettent de restreindre l’espace de design aux tests dont nous savons
qu’ils seront pertinents. On a en fait ici tronque´ l’hypercube d’origine pour n’en garder que
certaines zones.
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Tableau 5.1 Contraintes impose´es a` l’espace de design
Type Contraintes
Bornes
1153 ≤ Rez ≤ 60254
0 ≤ Reθ ≤ 74485
0 ≤ H ≤ 80
0 ≤ T ≤ 19
63 ≤ L ≤ 267
90 ≤ R ≤ 600
Ge´ome´triques
0.1 ≤ H
T
≤ 1.65
2 ≤ L
T
≤ 9
Physique 0 ≤ Reθ
Rez
≤ 9.69
L’application d’une de ces contraintes est repre´sente´e pour un cas simplifie´ a` trois dimen-
sions a` la figure 5.4.
Espace non-contraint
a ≤ L
T
≤ b
⇒
Espace contraint
Figure 5.4 Contraintes sur l’espace de design
Dans un espace a` six dimensions, l’espace contraint est plus complexe, mais le principe
reste le meˆme.
5.2.2 Plan d’expe´riences ge´ne´re´
Le plan d’expe´riences ge´ne´re´ par JMP nous donne un tableau semblable au tableau 5.2.
L’inte´gralite´ de la liste des tests utilise´s est reprise en annexe C, page 115.
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Tableau 5.2 Extrait du plan hypercube latin ge´ne´re´ par JMP
Test Rez Reθ T H L R
1 60254.28 53562.21 60.22 15.58 177.57 393.71
2 26387.35 16738.19 44.04 13.02 262.1 141.57
3 27051.41 40171.65 25.17 7.69 191.27 101.46
...
...
...
...
...
...
...
34 19746.78 26781.1 54.83 7.26 241.54 577.08
Les tests liste´s dans ce plan d’expe´riences ont e´te´ simule´s afin d’obtenir 34 re´ponses
permettant la cre´ation d’un mode`le statistique.
5.2.3 Qualite´ du plan d’expe´riences
Inte´ressons nous rapidement a` l’application a posteriori des contraintes. Ayant tronque´
une partie de l’espace pour obtenir notre espace de design ne contenant pas de ge´ome´tries
de´ge´ne´re´es, on peut constater que les proprie´te´s de l’hypercube latin ne sont pas conserve´es
sur notre sous-espace. En particulier, l’homoge´ne´ite´ de la re´partition des projections des tests
sur les diffe´rents axes de l’espace n’est plus ve´rifie´e.
5.3 Mode´lisation des joints labyrinthe
5.3.1 Termes du mode`le
Nous allons mode´liser le comportement des simulations nume´riques par un mode`le qua-
dratique avec termes d’interactions. Notre proble`me comportant six parame`tres, le mode`le
tentera donc de prendre en compte les effets reporte´s dans le tableau 5.3.
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Tableau 5.3 Effets conside´re´s par le mode`le statistique
Type Effets
Interception 1
Facteurs Rez, Reθ, H, T , L, R
Termes quadratiques Re2z, Re
2
θ, H
2, T 2, L2, R2
Interactions ReθRez, ReθH, ReθT , ReθL, ReθR, RezH, RezT , RezR, RezL,
HT , HL, HR, TL, TR, RL
Au total, 28 effets sont conside´re´s. On obtient finalement un polynoˆme de la forme
CQ = a+
∑
i
bixi + cix
2
i +
∑
j<i
dijxixj
Avec a, bi, ci et dij des constantes, les xi e´tant les parame`tres du proble`me. Les valeurs des
coefficients polynomiaux sont de´taille´es en annexe D, page 119.
5.3.2 Qualite´ du mode`le obtenu
La mode´lisation nous donne une expression permettant d’obtenir tre`s rapidement une e´va-
luation de CQ en fonction des parame`tres. Plusieurs grandeurs statistiques nous permettent
de mesurer la pre´cision de la surface obtenue par rapport aux tests donne´s par l’hypercube
latin. Elles sont regroupe´es dans le tableau 5.4.
Tableau 5.4 Qualite´ de la surface de re´ponse
R2corrige´ 0.996049
E´cart minimal 0.2%
E´cart maximal 6.3%
E´cart moyen 2.0%
Dans le tableau 5.4, les e´carts sont ceux des re´sultats donne´s par la surface de re´ponse par
rapport aux re´sultats des simulations nume´riques ayant permis de la ge´ne´rer. Pour obtenir
ces valeurs, on a repris chaque test liste´ dans le design d’expe´riences (cf. tableau 5.2), puis
on a calcule´ les valeurs pre´dites par le mode`le statistique, pour les comparer avec les valeurs
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calcule´es par les simulations sous ANSYS CFX.
De manie`re ge´ne´rale, on peut constater que la surface de re´ponse obtenue est relativement
fide`le aux tests ayant permis de la ge´ne´rer : le coefficient de de´termination corrige´ est e´leve´
(R2corrige´ = 0.996049), et l’e´cart moyen faible. La figure 5.5 illustre le fait que le « fit » est
de bonne qualite´.
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Figure 5.5 Qualite´ de la surface de re´ponse
La figure 5.5 place les valeurs obtenues en simulant les tests du plan d’expe´riences en fonc-
tion des valeurs pre´dites par le mode`le statistique. On peut constater que la majorite´ des va-
leurs est a` moins de 3% d’e´cart avec la courbe d’e´cart nul CQ, statistique = CQ, CFD (DOE).
Ne´anmoins, l’e´cart maximal est au dessus de 5% : le mode`le statistique peut donc eˆtre
ame´liore´. En analysant plus finement les donne´es, on s’aperc¸oit que :
– environ 76% des tests ayant un e´cart supe´rieur a` la moyenne ont un rapport H
T
infe´rieur
a` la moyenne
– environ 85% des tests ayant un e´cart supe´rieur a` la moyenne ont un rapport L
T
infe´rieur
a` la moyenne
Cette constatation est illustre´e par la figure 5.6 dans le cas du rapport L
T
.
70
50
100
150
200
250
300
350
400
10 20 30 40 50 60 70 80
L
T
L
T moyen
E´carts supe´rieurs la moyenne
Autres tests
Figure 5.6 E´carts plus importants des rapports L
T
sous la moyenne
On peut voir facilement que la majorite´ des e´carts les plus importants sont en dessous de
la courbe repre´sentant la moyenne des L
T
pre´sents dans le plan d’expe´riences. Il semblerait
donc qu’il faille mode´liser un peu plus finement les zones de l’espace ou` les rapports H
T
et L
T
sont plus faibles.
5.3.3 Comparaison aux re´sultats expe´rimentaux
La comparaison des re´sultats du mode`le alge´brique aux re´sultats expe´rimentaux dans
l’espace de design est re´sume´e dans le tableau 5.5.
Tableau 5.5 E´carts entre surface de re´ponse et re´sultats expe´rimentaux
E´cart
Minimal 0.02%
Maximal 33.47%
Moyen 7.54%
D’apre`s le tableau 5.5, l’e´cart moyen entre les re´sultats expe´rimentaux et statistiques est
de l’ordre de 7.5 %, soit a` peine 1% de plus que l’e´cart moyen entre expe´rience et simulations
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obtenu lors de la validation du mode`le CFD.
La pre´ce´dente constatation peut a` nouveau eˆtre faite concernant le rapport H
T
: tre`s
grossie`rement, plus il est faible, et plus les chances d’avoir un e´cart important sont e´leve´es.
En revanche, cela n’est plus le cas pour le rapport L
T
.
Le plan d’expe´riences semble donc manquer de joints avec des cavite´s tre`s basses, proches
du joint droit. Incorporer des joints droits dans l’espace de design pourrait donc ame´liorer
le comportement de la surface de re´ponse : cette hypothe`se est teste´e dans le paragraphe
suivant.
5.3.4 Commentaires et pistes d’ame´lioration du mode`le
Enrichissement du DOE. Apre`s avoir constate´ que les rapports H
T
infe´rieurs a` la moyenne
donnaient lieu a` des e´carts plus importants, le seul joint droit ge´ne´re´ par l’hypercube latin
d’origine (compose´ de 90 tests) a e´te´ ajoute´ au plan d’expe´riences servant a` cre´er le mode`le
statistique. Cet ajout a eu un effet ne´faste, puisque l’e´cart moyen s’est e´leve´ au dessus de
20%.
Conservation des proprie´te´s du DOE. Comme montre´ pre´ce´demment, le fait de con-
traindre l’espace apre`s avoir ge´ne´re´ le plan d’expe´riences fait perdre certaines proprie´te´s
inte´ressantes de l’hypercube latin. Un algorithme permettant de ge´ne´rer un hypercube latin
sur un espace de design de´ja` soumis aux contraintes serait donc plus judicieux. Ne´anmoins,
aucun outil commercial n’e´tant connu de l’auteur, et la ge´ne´ration de plans d’expe´riences (et
les algorithmes y e´tant lie´s) e´tant un domaine en soi, cette piste n’a pas e´te´ investigue´e.
Afin de de´terminer si la troncature du plan d’expe´riences apre`s sa ge´ne´ration sur l’espace
de design non-contraint a une influence sur la qualite´ du mode`le, les tests hors-contraintes
ont e´te´ simule´s, et le mode`le statistique enrichi de leurs re´sultats. Les tests ajoute´s e´tant
pour beaucoup proches de ge´ome´tries de´ge´ne´re´es, prendre en compte l’inte´gralite´ du plan
d’expe´riences ge´ne´re´ ne permet pas d’ame´liorer la pre´cision du mode`le, l’e´cart moyen entre
valeurs pre´dites et valeurs expe´rimentales sur l’espace de design passant a` 9.2 %, contre 7.5
% avec le plan d’expe´riences tronque´. En revanche, ce nouveau mode`le est valide sur l’espace
de design entier, sans contrainte.
De´composition en sous-espaces. On met ici en e´vidence un autre aspect important :
sur un espace de design plus large, la mode´lisation alge´brique du comportement des joints
labyrinthe reste possible. Ne´anmoins, elle est moins pre´cise que sur un espace plus petit :
il est donc plus pertinent, lorsque l’on mode´lise un joint labyrinthe, de garder un espace de
design re´duit.
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Pour obtenir plus de pre´cision, il serait donc judicieux de de´composer l’espace en sous-
espaces, sur lesquels d’autres surfaces de re´ponse pourraient eˆtre obtenues. Les mode`les alors
cre´e´s, une fois regroupe´s, formeraient un mode`le ge´ne´ral de l’espace qui serait peut eˆtre
plus pre´cis. Cette solution compte ne´anmoins un de´savantage majeur : pour obtenir chaque
surface de re´ponse, plusieurs dizaines de tests doivent eˆtre effectue´s. Un tel mode`le serait
donc couˆteux.
Meˆme si le mode`le statistique peut eˆtre ame´liore´, ses re´sultats montrent que le processus
suivi permet de reproduire les re´sultats expe´rimentaux avec une fide´lite´ acceptable, et en
n’utilisant que des ressources nume´riques.
E´videmment, cela ne prouve rien quant a` la validite´ du raisonnement suivi en dehors du
domaine d’application sur lequel il a e´te´ valide´. Conscient de ce fait, des ge´ome´tries diffe´rentes
de celles teste´es en laboratoire pourraient eˆtre e´tudie´es.
5.4 Mode´lisation de la cavite´ uniquement
5.4.1 Besoin
Le but ge´ne´ral dans lequel s’inscrit cette e´tude est de parvenir a` un outil d’optimisation des
joints hydrauliques, rapide et facile d’utilisation, que les concepteurs de turbines pourraient
utiliser dans le processus de design. Le programme semi-empirique pre´disant les pertes dans
les joints droits est pour l’instant mis en oeuvre. Il pre´dit convenablement les performances
des joints droits, mais est peu pre´cis dans le cas des autres ge´ome´tries.
Les cavite´s des joints labyrinthe et escalier-labyrinthe e´tant relie´es par des parties droites,
on peut penser que le plus simple serait d’avoir un comple´ment du mode`le semi-empirique
permettant d’e´valuer le comportement des cavite´s, et ainsi obtenir un mode`le capable de
pre´dire les performances de ge´ome´tries plus complexes que les joints droits. Cependant, cette
vision simple n’est pas facilement re´alisable, comme le de´taille le paragraphe suivant.
5.4.2 Proble`mes inhe´rents a` un tel mode`le
Influence des parties droites amont et aval
Les e´coulements au sein des cavite´s des joints labyrinthe pre´ce´demment e´tudie´s (a` la fois
les ge´ome´tries ayant e´te´ utilise´es pour la validation du mode`le nume´rique, et les tests dicte´s
par le plan d’expe´riences) ont e´te´ simule´s en utilisant le mode`le de´crit dans le chapitre 4.
On a pour cela tronque´ les parties droites du mode`le, pour ainsi obtenir une ge´ome´trie ne
comportant que la cavite´.
Les re´sultats donne´s par ces simulations sont assez de´cevants. En effet, les conditions
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limites employe´es par le mode`le de´veloppe´ pour les joints labyrinthe e´tudie´s en laboratoire
au complet (avec les parties droites amont et aval) sont tre`s peu approprie´es a` la simulation
des e´coulements dans les seules cavite´s.
Ainsi, comme le montre la figure 5.7, si on ne simule strictement que la cavite´ en utilisant
les hypothe`ses et conditions utilise´es lors de la validation du mode`le, les re´sultats sont erron-
ne´s : on obtient des e´coulements diffe´rents selon que l’on conside`re ou non les parties droites.
En effet, en pratique, leur influence est importante. En particulier, la condition limite impo-
sant simplement une pression moyenne nulle en sortie semble particulie`rement inade´quate,
puisqu’elle ne repre´sente en rien l’influence de la partie droite aval sur l’e´coulement au sein
de la cavite´.
Figure 5.7 Vitesse axiale dans la cavite´, avec et sans joints droits amont et aval
On peut constater que sur les tests dicte´s par le plan d’expe´riences, l’e´cart moyen entre
la diffe´rence de pression aux bornes de la cavite´ ∆pcav selon si les parties droites sont prises
en compte ou non est supe´rieur a` 30 %.
Ne connaissant pas pre´cise´ment les conditions de l’e´coulement en entre´e et en sortie de la
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cavite´, il est donc ne´cessaire de conside´rer une certaine longueur de joint droit en amont et
en aval pour que le mode`le de´veloppe´ pre´ce´demment reste valide : en amont et aval de ces
longueurs, les conditions limites impose´es par notre mode`le sont valides.
La longueur de de´veloppement en aval de la cavite´ a donc e´te´ e´value´e, afin de de´terminer
les tailles des parties droites amont et aval a` mode´liser. Sur l’ensemble des ge´ome´tries teste´es,
la longueur de de´veloppement maximale est de l’ordre de 17.5. Malheureusement, la longueur
de de´veloppement n’est pas facilement mode´lisable en fonction des diffe´rents parame`tres du
proble`me. Il serait donc judicieux, pour s’affranchir de ce proble`me, de la majorer.
Espace de validite´ des mode`les nume´rique et statistique
Comme indique´ dans la conclusion du chapitre 4, page 56, le mode`le utilise´ lors des
simulations n’est valide que dans un espace de design pre´cise´ment de´fini. De la meˆme fac¸on,
rappellons que la mode´lisation des re´sultats nume´riques par une surface de re´ponse n’est
valide que sur un espace donne´, soumis a` certaines contraintes.
Cela est probablement une source importante expliquant les mauvais re´sultats de cette
tentative : en simulant seulement l’e´coulement au sein de la cavite´, on sort de l’espace dans
lequel les mode`les mis en oeuvre pre´ce´demment sont valides.
5.4.3 Pistes de solutions
Il ne semble donc pas pertinent de ne simuler que l’e´coulement dans la cavite´. D’une part,
parce qu’il n’est pas possible de le faire pre´cise´ment, puisqu’on ne connaˆıt pas les conditions
limites en entre´e et sortie de la caivte´. D’autre part, la cavite´ doit eˆtre conside´re´e avec les
parties droites ayant une influence sur l’e´coulement en son sein.
Pour reme´dier a` ce proble`me, la solution la plus envisageable et facile a` mettre en oeuvre,
est d’adapter les limites de ce qu’on conside`re comme la cavite´, et d’y inclure les parties
droites ne´cessaires a` la validite´ de l’utilisation du mode`le. Il s’agit ici en fait d’adapter les
bornes de notre espace de design.
5.4.4 Inte´gration au code semi-empirique
De´marche et remarque pre´liminaires
Les surfaces de re´ponse obtenues peuvent eˆtre inte´gre´es au code semi-empirique utilise´
chez Andritz afin d’ame´liorer sa pre´cision sur les ge´ome´tries e´tudie´es.
Les polynoˆmes en question sont tre`s sensibles aux valeurs des parame`tres (par exemple, un
passage de L = 200 a` L = 199 provoque un passage dans les valeurs ne´gatives du coefficient
de de´bit). Il est donc important de calculer les re´sultats avec une pre´cision suffisante. Or, la
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majorite´ du code datant des anne´es 70, ou` les calculs e´taient couˆteux, le programme a e´te´
e´crit en FORTRAN 77 simple pre´cision. L’utilisation des surfaces de re´ponse au sein du code
a donc ne´cessite´ son passage en double pre´cision.
Le code semi-empirique estime les pertes de charge dans la cavite´ en utilisant un coefficient
de pertes de charge de 0.5. L’ide´e est donc de corriger ce coefficient en fonction de la ge´ome´trie
et des conditions de fontionnement du joint.
Erreurs et me´thodes
Le programme semi-empirique utilise a` la fois la the´orie de Elrod et Ng (Elrod et Ng
(1967)) et des corrections empiriques base´es sur les expe´riences mene´es dans les anne´es 70
(Lang (1964); Akgungor et Vu (1974); Vu (1976, 1978b,a)). Cette me´thode implique une
certaine marge d’erreur sur le re´sultat donne´ par le programme, qui n’est pas connue.
Nos surfaces de re´ponse, e´tablies a` partir des re´sultats expe´rimentaux ou des expe´riences
nume´riques, utilisent une me´thode radicalement diffe´rente. On connait un ordre de grandeur
de l’erreur sur leur re´sultat.
Ces diffe´rences, ainsi que la remarque pre´ce´dente sur la mode´lisation de la cavite´ seule-
ment, sont probablement a` l’origine du proble`me suivant : dans la plupart des cas teste´s, la
perte de charge dans les parties droites amont et aval des joints labyrinthe e´tudie´s estime´e
par le programme semi-empirique est supe´rieure a` celle mesure´e en laboratoire.
Un travail d’adaptation entre la surface de re´ponse et le programme semi-empirique est
donc plus complexe que pre´vu, et ne´cessite donc une e´tude plus approfondie.
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CHAPITRE 6
CONCLUSION
6.1 Synthe`se des travaux
Dans un premier temps, la pre´sente e´tude a e´tabli les expressions analytiques de´crivant
l’e´coulement dans un joint hydraulique droit, en se basant sur des hypothe`ses simplificatrices
importantes, telles celle d’e´coulement laminaire pleinement de´veloppe´. Le comportement du
solveur mis en oeuvre par la suite a e´galement e´te´ investigue´, afin d’identifier les erreurs
potentielles et points sensibles ne´cessitant une attention particulie`re.
En se basant sur les donne´es expe´rimentales mesure´es dans les anne´es soixante chez Do-
minion Engineering Works, des simulations nume´riques ont ensuite e´te´ mene´es. On est ainsi
parvenu a` reproduire virtuellement les re´sultats des expe´riences mene´es en laboratoire avec
une pre´cision acceptable, puisque l’e´cart moyen entre re´sultats nume´riques et expe´rimentaux
sur les tests conside´re´s, est d’environ 6.5 %. Il est en outre du meˆme ordre de grandeur que
l’incertitude expe´rimentale.
Le mode`le nume´rique e´tant satisfaisant, il a pu eˆtre utilise´ pour cre´er un mode`le alge´-
brique capable de pre´dire rapidement et assez pre´cise´ment le coefficient de de´bit des joints
labyrinthe e´tudie´s en laboratoire. Pour cela, un plan d’expe´riences approprie´, remplissant
convenablement l’espace de design, a e´te´ mis en oeuvre.
Finalement, le polynoˆme obtenu mode´lisant les re´sultats nume´riques permet d’obtenir une
estimation relativement pre´cise des re´sultats expe´rimentaux. Moyennant les hypothe`ses de
l’e´tude, il est donc possible de de´terminer la fuite d’un joint hydraulique de fac¸on entie`rement
virtuelle, en se basant sur des re´sultats nume´riques, et en les mode´lisant statistiquement.
6.2 Limitations de la solution propose´e
Cette e´tude prouve qu’il est possible, sur un espace de design bien de´fini et en disposant
de donne´es expe´rimentales permettant la validation des simulations nume´riques, d’obtenir un
mode`le statistique a` la fois simple et pre´cis capable d’estimer la fuite dans les joints hydrau-
liques. Cependant, il faut faire bien attention aux limites de ce re´sultat qui sont de´taille´es
ci-dessous.
– L’espace de design conside´re´ est tre`s spe´cifique. Les ge´ome´tries inte´ressantes en pratique,
a` savoir celles des turbines prototypes, ve´ritablement installe´es sur dans les centrales
hydroe´lectriques, ne sont pas dans l’espace de design e´tudie´ lors des expe´riences des
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anne´es soixante. Par conse´quent, notre mode`le, bien que bien adapte´ a` la reproduction
nume´rique des re´sultats expe´rimentaux obtenus sur le dispositif teste´ en laboratoire,
n’est pas valide´ dans ces cas de figure.
– Certaines hypothe`ses du mode`le sont discutables. En particulier, la perte de charge en
sortie est repre´sente´e de manie`re relativement grossie`re : on ne sait pas si le calcul de
la perte de charge par la formule 1
2
ρfv2n nous donne la ve´ritable valeur physique. De
la meˆme fac¸on, la rugosite´ des parois n’est pas prise en compte, alors que nous savons
qu’elles ne sont pas re´ellement lisses. On peut alors mener la re´flexion suivante :
– Il est possible que notre mode`le sous-estime la perte de charge en sortie de joint.
Conside´rer la rugosite´ dans le mode`le nume´rique compenserait alors cette sous-
estimation, puisque la rugosite´ augmente la perte de charge totale du joint.
– En revanche, si l’on surestime la perte de charge en sortie en utilisant 1
2
ρfv2n, la
rugosite´ pourrait augmenter encore la perte de charge totale.
Connaˆıtre les ve´ritables pertes de charge en sortie de joint, tout en prenant en compte
la rugosite´, pourrait donc ame´liorer les re´sultats du mode`le nume´rique.
– Ne disposant d’aucunes donne´es quant au couple de frottement, le mode`le n’est valide´
que sur les pertes de fuite. Nous ne savons donc pas si le frottement calcule´ par le
mode`le nume´rique est cohe´rent avec la re´alite´.
– Le mode`le mis en oeuvre ne de´tecte pas la zone de l’espace de design dans laquelle
la cavitation peut se produire. En pratique, il est ne´cessaire de ne pas provoquer de
cavitation : il serait donc bienvenu de de´tecter sa formation.
6.3 Ame´liorations futures
Cette e´tude montre qu’il est possible d’e´valuer la fuite a` travers les joints labyrinthe,
a` la fois nume´riquement et alge´briquement. Les futurs travaux, alors conscients de ce fait,
pourront l’enrichir et e´largir son champ d’application, pour parvenir un jour a` un outil efficace
d’optimisation des joints hydrauliques qui sera mis en oeuvre par les concepteurs de turbines.
De nombreuses ame´liorations peuvent eˆtre apporte´es dans cette optique, parmi lesquelles :
– Plusieurs impre´cisions pourraient eˆtre corrige´es. Par exemple, l’extrapolation de Ri-
chardson pourrait eˆtre effectue´e sur un plus grand nombre de raffinements, afin d’aug-
menter la pre´cision. La ge´ne´ration hie´rarchique des diffe´rents maillages pourrait aussi
parfaire le mode`le.
– Dans notre e´tude, les plans d’expe´riences sont cre´e´s en e´liminant les essais non perti-
nents d’une se´rie de tests de´finie sur l’espace de design non-contraint. Ce processus n’est
pas ide´al puisque les proprie´te´s du DOE initial sont perdues en cours de route. Une
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e´tude plus pousse´e de la ge´ne´ration de plan d’expe´riences perfectionnerait le mode`le.
– L’espace de design conside´re´ est relativement e´troit. La validite´ du mode`le nume´rique
pourrait eˆtre e´tendue en utilisant d’autres tests expe´rimentaux lors de la validation. En
cre´ant alors plusieurs surfaces de re´ponse, chacune valide sur un sous-espace de design,
le champ d’application du mode`le alge´brique pourrait alors eˆtre e´largi.
– Les hypothe`ses de perte de charge en sortie et de rugosite´ pourraient eˆtre revues et
ame´liore´es. Une mode´lisation plus fine du dispositif expe´rimental mis en oeuvre en
laboratoire pourrait fournir une estimation plus pre´cise de la perte de charge en sortie
de joint. Cette estimation plus rigoureuse, combine´e a` une meilleure mode´lisation de la
rugosite´, pourrait conduire a` un mode`le donnant de meilleurs re´sultats.
– Le mode`le alge´brique re´sultant de cette e´tude doit eˆtre adapte´ au code semi-empirique
utilise´ chez Andritz.
– Une e´tude expe´rimentale sur des prototypes de turbines, si elle est possible, serait ide´ale
pour valider un mode`le afin de l’appliquer directement aux ve´ritables machines. Des
donne´es a` propos du frottement sur le rotor et de la cavitation dans le joint seraient
e´galement bienvenues pour valider le comportement du mode`le vis a` vis de ces phe´no-
me`nes.
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ANNEXE A
De´veloppement analytique de la solution laminaire dans un joint droit
Ce premier chapitre vise a` nous familiariser avec l’e´coulement au sein d’un joint droit,
afin d’avoir une premie`re approche de la physique du proble`me. Nous allons proce´der ici a`
la re´solution des e´quations de Navier-Stokes simplifie´es, afin d’obtenir les expressions des
composantes de la vitesse de l’e´coulement. Nous e´valuerons ensuite les pertes dans le joint, et
comparerons nos re´sultats a` une simulation nume´rique laminaire du proble`me. D’autre part,
nous e´tudierons la simplification possible du proble`me en fonction des parame`tres ge´ome´-
triques le de´crivant. Dans un premier temps, l’analyse sera mene´e dimensionnellement, puis
elle sera exprime´e de manie`re adimensionnelle.
A.1 Description du proble`me
A.1.1 Mise en e´quations
En coordonne´es cylindriques, les e´quations de Navier Stokes d’un fluide newtonien sont
les suivantes.
ρ
(
vz
∂vz
∂z
+ vr
∂vz
∂r
+ vθ
r
∂vz
∂θ
)
= −∂p
∂z
+ η∇2vz + ρfz
ρ
(
vz
∂vr
∂z
+ vr
∂vr
∂r
+ vθ
r
∂vr
∂θ
− v2θ
r
)
= −∂p
∂r
+ η
(∇2vr − vrr2 − 2r2 ∂vθ∂θ )+ ρfr
ρ
(
vz
∂vθ
∂z
+ vr
∂vθ
∂r
+ vθ
r
∂vθ
∂θ
− vrvθ
r
)
= −1
r
∂p
∂θ
+ η
(∇2vθ − vθr2 + 2r2 ∂vr∂θ )+ ρfθ
L’incompressibilite´ du fluide s’exprime par
∇ · v = ∂vz
∂z
+
1
r
∂
∂r
(rvr) +
1
r
∂vθ
∂θ
= 0
De plus, le proble`me se simplifie en tenant compte de la syme´trie de re´volution : on a
∂
∂θ
= 0. De plus, on ne´glige la gravite´. L’e´coulement e´tant pleinement de´veloppe´, on a vr = 0
et ∂vθ
∂z
= 0.
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On a donc 
∂vz
∂z
= 0
ρ
(
vz
∂vz
∂z
)
= −∂p
∂z
+ η∇2vz
ρ
(
−v2θ
r
)
= −∂p
∂r
0 = η
(∇2vθ − vθr2 )
L’ope´rateur laplacien en coordonne´es cylindriques est ∇2u = ∂2u
∂z2
+ 1
r
∂
∂r
(
r ∂u
∂r
)
+ 1
r2
∂2u
∂θ2
, et
devient ∇2u = ∂2u
∂z2
+ 1
r
∂
∂r
(
r ∂u
∂r
)
compte tenu des simplifications. Les e´quations deviennent
donc
∂p
∂z
= η
(
1
r
∂
∂r
(
r
∂vz
∂r
))
(A.1a)
v2θ
r
=
1
ρ
∂p
∂r
(A.1b)
vθ
r
=
∂
∂r
(
r
∂vθ
∂r
)
(A.1c)
A.2 Re´solution
A.2.1 Vitesse axiale
La re´solution de l’e´quation A.1a en conside´rant ∂p
∂z
constant a` r donne´, avec les contions
limites vz (R1) = vz (R2) = 0, donne le re´sultat suivant.
vz (r) =
1
4η
∂p
∂z
r2 + R22 −R21
ln
(
R1
R2
) ln (r) + R21 ln (R2)−R22 ln (R1)
ln
(
R1
R2
)

Pour R1 → 0 on retrouve l’expression bien connue de l’e´coulement de Poiseuille dans un
cylindre (cf. White (1998), page 349) :
vz (r) =
1
4η
∂p
∂z
(
r2 −R22
)
La vitesse axiale peut s’exprimer en fonction de la vitesse moyenne um. On a
um =
1
pi (R22 −R21)
∫ R2
R1
vz (r) 2pirdr =
−1
8η
∂p
∂z
R21 +R22 + R22 −R21
ln
(
R1
R2
)

Nume´riquement, avec les valeurs nume´riques pre´cise´es plus bas (??), on obtient une vitesse
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moyenne de l’ordre de 13.5 m.s−1. La vitesse axiale est alors
vz (r) =
−2um
(R21 +R
2
2) ln
(
R1
R2
)
+R22 −R21
(
r2 ln
(
R1
R2
)
+R21 ln
(
r
R1
)
+R22 ln
(
R2
r
))
Lorsque R1 → 0 on retrouve l’expression bien connue de l’e´coulement en conduite cylin-
drique : vz (r) = 2um
(
1−
(
r
R2
)2)
.
A.2.2 Vitesse azimutale
La re´solution de vθ
r
= ∂
∂r
(
r ∂vθ
∂r
)
avec les conditions limites vθ (R1) = nR1et vθ (R2) = 0
nous donne
vθ (r) =
nR21
R21 −R22
(
r − R
2
2
r
)
On retrouve ici l’expression de´ja` explicite´e par Lord Geoffrey Ingram Taylor en 1923, dans
le cas ou` le cylindre exte´rieur est statique et le cylindre inte´rieur en rotation. (G.I. Taylor a
effectue´ de nombreux tests en modifiant les vitesses de rotation des deux cylindres.)
L’allure du profil radial de vitesse est repre´sente´e figure A.1.
Figure A.1 Profil de vitesse azimutale
Nous pouvons constater que malgre´ l’expression non-line´aire de vθ, le profil semble line´aire.
Comme nous le verrons plus tard, d’importantes simplifications peuvent eˆtre faites lorsque
l’on conside`re que R2−R1
R1
→ 0, ce qui est le cas dans la plupart de nos applications nume´riques.
On obtient dans ce cas un profil line´aire.
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A.2.3 Pression
En injectant cette expression dans la seconde e´quation de (A.1), on peut de´terminer la
distribution radiale de la pression, en la conside´rant nulle sur la paroi exte´rieure. f1 (z) est
une fonction de z et A est une constante.
p (r, z) =
1
2
n2ρ
R41
R41 −R42
(
r2 −
(
R22
r
)2
+ 4R22 ln
(
R2
r
))
+ f1 (z) + A
D’apre`s (A.1), ∂p
∂z
ne de´pendant que de z et 1
r
∂
∂r
(
r ∂vz
∂r
)
ne de´pendant que de r, on a ∂p
∂z
=
constante. On a donc
p (r, z) =
∂p
∂z
z + f2 (r) + C
Finalement, on obtient la pression en identifiant les deux expressions :
p (r, z) =
1
2
n2ρ
R41
R41 −R42
(
r2 −
(
R22
r
)2
+ 4R22 ln
(
R2
r
))
+
∂p
∂z
z + pC
Avec pC une pression constante.
A.2.4 Tenseur des contraintes
Les contraintes au sein du fluide Newtonien, en e´coulement incompressible, et sous l’hy-
pothe`se de Stokes, sont de la forme
τ = −pI + η (∇v +∇vT )
Avec ∇v =

∂vr
∂r
1
r
∂vr
∂θ
− vθ
r
∂vr
∂z
∂vθ
∂r
1
r
∂vθ
∂θ
+ vr
r
∂vθ
∂z
∂vz
∂r
1
r
∂vz
∂θ
∂vz
∂z
, on obtient
τ =

−p+ 2η ∂vr
∂r
η
(
1
r
∂vr
∂θ
− vθ
r
+ ∂vθ
∂r
)
η
(
∂vz
∂r
+ ∂vr
∂z
)
η
(
1
r
∂vr
∂θ
− vθ
r
+ ∂vθ
∂r
) −p+ 2η (1
r
∂vθ
∂θ
+ vr
r
)
η
(
1
r
∂vz
∂θ
+ ∂vθ
∂z
)
η
(
∂vz
∂r
+ ∂vr
∂z
)
η
(
1
r
∂vz
∂θ
+ ∂vθ
∂z
) −p+ 2η ∂vz
∂z

Dans notre cas, le tenseur se simplifie en tenant comptes des hypothe`ses de syme´trie et
d’e´coulement pleinement de´veloppe´ :
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∇v =

0 −vθ
r
0
∂vθ
∂r
0 0
∂vz
∂r
0 0

En substituant les expressions de vzet vθ, on obtient
∇v =

0
nR21
R21−R22
((
R2
r
)2 − 1) 0
nR21
R21−R22
(
1 +
(
R2
r
)2)
0 0
−2um
(R21+R22) ln
“
R1
R2
”
+R22−R21
(
2r ln
(
R1
R2
)
+ 1
r
(R21 −R22)
)
0 0

Le tenseur des contraintes s’e´crit donc finalement
τ =

−p η (∂vθ
∂r
− vθ
r
)
η ∂vz
∂r
η
(
∂vθ
∂r
− vθ
r
) −p 0
η ∂vz
∂r
0 −p

Avec η
(
∂vθ
∂r
− vθ
r
)
=
2nηR21
R21−R22
(
R2
r
)2
Et η ∂vz
∂r
= −2umη
(R21+R22) ln
“
R1
R2
”
+R22−R21
(
2r ln
(
R1
R2
)
+ 1
r
(R21 −R22)
)
.
Pour obtenir les forces de surface a` la sortie du dispositif, il faut contracter ce tenseur
avec la normale a` la surface conside´re´e, soit dans notre cas ez. On a donc
f = τ .ez =

η ∂vz
∂r
0
−p
 = η
∂vz
∂r
er − p ez
Ces forces de surfaces radiale et axiale permettent de de´terminer quelles conditions limites
peuvent eˆtre choisies pour la re´solution du proble`me par un code volumes finis. Ainsi, imposer
une pression nulle a` l’extre´mite´ ne pose pas de proble`me, puisque la pression est de´finie a`
une constante pre`s. En revanche, il faut faire attention a` ne pas imposer de condition limite
imposant une valeur a` ∂vz
∂r
, qui serait contraire a` l’hypothe`se de l’e´coulement pleinement
de´veloppe´.
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A.3 Pertes e´nerge´tiques
Comme indique´ en introduction, les pertes e´nerge´tiques duˆes au joint sont de plusieurs
natures :
– Pertes par frottement : les frottements dans le joint, s’opposant a` la rotation de la
turbine. A` ne pas confondre avec la perte de charge du fluide au passage dans le joint.
– Perte de fuite : de´bit ne passant pas dans la turbine, et dont l’e´nergie n’est donc pas
convertie.
A.3.1 Pertes par frottement
Pour calculer les pertes par frottement, nous avons besoin de l’inte´grale des contraintes
tangentielles sur toute la surface du cylindre inte´rieur, qui nous donne le couple de frottement
M . On a
M = R1
∫
τrθ = R1
∫
η
(
∂vθ
∂r
− vθ
r
)
En reprenant l’expression de la vitesse tangentielle obtenue pre´ce´demment, on a
M =
2nηR22
R21 −R22
· 2piR21L =
4pinηLR21R
2
2
R21 −R22
La puissance dissipe´e par frottement dans le joint est alors e´gale au produit du couple de
frottement par la vitesse de rotation :
Pfrottement = Mn =
4pin2ηLR21R
2
2
R21 −R22
A.3.2 Pertes de fuite
Les pertes de fuite correspondent au ”manque a` gagner” duˆ au de´bit passant a` travers le
joint, qui n’est donc pas turbine´.
Le de´bit passant a` travers le joint, ou de´bit de fuite, est donne´ par l’inte´grale de la vitesse
axiale sur la section du joint. On a
Qfuite = umpi
(
R22 −R21
)
=
−pi
8η
∂p
∂z
R42 −R41 + (R22 −R21)2
ln
(
R1
R2
)

Pour de´terminer la puissance de fuite, on utilise la formule bien connue des hydrauliciens
donnant la puissance me´canique d’une chute d’eau de masse volumique ρ, de hauteur H, de
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de´bit Q, dans un champ de pesanteur d’intensite´ g :
P = ρgHQ
La puissance perdue a` cause du de´bit de fuite est donc donne´e par la relation suivante :
Pfuite = ρgHQfuite =
−piρgH
8η
∂p
∂z
R42 −R41 + (R22 −R21)2
ln
(
R1
R2
)

Pour estimer le gradient de pression axial ∂p
∂z
, nous conside´rerons que les pressions en
amont et aval imme´diats de la turbine sont uniformes, et donc que le joint est soumis a` la
meˆme diffe´rence de pression que la roue. On a alors ∂p
∂z
= ρgH
L
. Donc
Pfuite =
−pi (ρgH)2
8ηL
R42 −R41 + (R22 −R21)2
ln
(
R1
R2
)

A.3.3 Pertes totales
Les pertes totales la somme des pertes de fuite et des pertes par frottement :
Ptotale = Pfuite + Pfrottement
En substituant les expressions pre´ce´demment obtenues, on obtient
Ptotale =
−pi (ρgH)2
8ηL
R42 −R41 + (R22 −R21)2
ln
(
R1
R2
)
+ 4piηLn2R21R22
R21 −R22
A.3.4 Optimisation
Maintenant que nous connaissons l’expression des pertes totales dans notre cas simplifie´,
essayons de de´terminer la ge´ome´trie optimale correspondant a` un point de fonctionnement
donne´.
Selon la longueur
Nous conside´rerons ici que seule la longueur du joint peut varier, les rayons du stator et
du rotor, tout comme les proprie´te´s du fluide, la pesanteur et le point de fonctionnement de
la machine e´tant fixe´s.
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Nous pouvons alors tracer la courbe des pertes totales en fonction de la longueur du
joint, en fixant arbitrairement les parame`tres. En s’inspirant de valeurs utilise´es dans Le Roy
(2008), reprises dans le tableau A.3.4
Tableau A.1 Valeurs arbitraires choisies pour la repre´sentation graphique
Parame`tre Valeur
η 0.001 Pa.s
ρ 1000 kg/m3
g 9.81 m/s2
H 158.5 m
R1 2.2352 m
R2 −R1 0.508 mm
n 200 rpm
Avec ces parame`tres, on a Rez ≈ 6900, Reθ ≈ 23800 et Ta ≈ 360 : l’e´coulement est
turbulent, sans vortex de Taylor, d’apre`s la figure 2.1. Notre cas simplifie´ n’est donc pas
applicable en pratique. Notre but est simplement de tracer l’e´volution des pertes en fonction
de la longueur du joint, en utilisant des valeurs nume´riques relativement cohe´rentes. On
obtient avec ces valeurs la figure 3.4.
Nous pouvons re´soudre analytiquement l’e´quation
∂Ptotale
∂L
= 0 pour de´terminer la valeur
de cette longueur optimale :
∂Ptotale
∂L
= 0⇔ pi (ρgH)
2
8ηL2opt
R42 −R41 + (R22 −R21)2
ln
(
R1
R2
)
+ 4piηn2R21R22
R21 −R22
= 0
⇔ L2opt =
1
32
(
ρgH
nη
)2(
1
R21
− 1
R22
)R42 −R41 + (R22 −R21)2
ln
(
R1
R2
)

Avec les valeurs nume´riques employe´es pre´ce´demment, on obtient Lopt = 234 mm.
Selon le rayon
Cette fois, essayons de fixer la longueur du joint et de de´terminer un rayon de stator
optimal. Reprenons les valeurs nume´riques pre´ce´dentes, en laissant cette fois R2 inconnu et
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en fixant L. Choisissons par exemple la valeur Lopt = 234 mm trouve´e pre´ce´demment.
L’expression litte´rale du rayon optimal est plus difficile a` obtenir que celle de la longueur.
Nume´riquement, on obtient la courbe suivante.
Figure A.2 Pertes e´nerge´tiques en fonction du rayon du stator
Le minimum des pertes est atteint pour un rayon du stator de 2.235585m, soit un jeu de
0.386mm. Ne´anmoins, cette pre´cision est impossible a` atteindre sur des prototypes de turbine
qui de´passent plusieurs me`tres de diame`tre.
A.4 Adimensionnalisation
Ayant maintenant connaissance des e´quations utilisant les grandeurs dimensionnelles dans
un cas simple ge´ne´ral, afin d’avoir une meilleure vision globale du proble`me, nous allons mettre
ces e´quations sous forme adimensionnelle, afin de re´duire le nombre de parame`tres en jeu, et
d’obtenir des relations facilement adaptables a` n’importe quel joint droit.
Dans toute cette partie, les grandeurs dimensionnelles seront note´es avec une e´toile en
exposant (par exemple, R∗1), et les grandeurs adimensionnelles seront note´es sans e´toile.
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A.4.1 Mise en e´quations
Sous forme dimensionnelle, les e´quations sont de la forme :
∂p∗
∂z∗ = η
∗
(
1
r∗
∂
∂r∗
(
r∗ ∂v
∗
z
∂r∗
))
v∗2θ
r∗ =
1
ρ∗
∂p∗
∂r∗
v∗θ
r∗ =
∂
∂r∗
(
r∗ ∂v
∗
θ
∂r∗
)
Posons p∗ = p∗0p, η
∗ = η∗0η, v
∗ = u∗0v, ρ
∗ = ρ∗0ρ et r
∗ = L∗0r. On obtient les e´quations
adimensionnelles : 
p∗0L
∗
0
u∗0η
∗
0
∂p
∂z
= η 1
r
∂
∂r
(
r ∂vz
∂r
)
u∗20 ρ
∗
0
p∗0
v2θ
r
= 1
ρ
∂p
∂r
vθ
r
= ∂
∂r
(
r ∂vθ
∂r
)
En choisissant p∗0 = ρ
∗
0u
∗2
0 et avec Re =
u∗0L
∗
0ρ
∗
0
η∗0
, on a

∂p
∂z
= η
Re
1
r
∂
∂r
(
r ∂vz
∂r
)
v2θ
r
= 1
ρ
∂p
∂r
vθ
r
= ∂
∂r
(
r ∂vθ
∂r
) (A.2)
En conside´rant que ∂p
∗
∂z∗ =
−∆p∗
ρ∗0u∗20
L∗
L∗0
= −Eu
L
avec Eu = ∆p
∗
ρ∗0u
∗2
0
le nombre d’Euler, on a
−Eu
L
= η
Re
1
r
∂
∂r
(
r ∂vz
∂r
)
v2θ
r
= 1
ρ
∂p
∂r
vθ
r
= ∂
∂r
(
r ∂vθ
∂r
) (A.3)
A.4.2 Remarque a` propos de la vitesse de re´fe´rence
Plusieurs vitesses de re´fe´rence peuvent ici eˆtre utilise´es. Entres autres, la vitesse de´bitante,
que l’on notera u∗0,z, et la vitesse tangentielle de la paroi du rotor, note´e u
∗
0,θ, et e´gale a` n
∗R∗1.
Le rapport entre ces deux vitesses vaut alors
u∗0,θ
u∗0,z
=
n∗R∗1
u∗0,z
=
n∗
√
R∗2+R
∗
1
2
(R∗2 −R∗1)3/2
ν∗
ν∗
u∗0,z (R
∗
2 −R∗1)
R∗1√
R∗2+R
∗
1
2
(R∗2 −R∗1)1/2
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Avec Ta =
n∗
q
R∗2+R∗1
2 (R∗2−R∗1)
3/2
ν∗ ,
1
Rez
= ν
∗
u∗0,z(R∗2−R∗1)
, et en posant R =
R∗1
R∗2−R
∗
1
, on a
⇔ u
∗
0,θ
u∗0,z
=
Ta
Rez
√
2R∗21
R∗22 −R∗21
⇔ u
∗
0,θ
u∗0,z
=
Ta
Rez
√
2R2
2R + 1
Lorsque R est grand, cette expression peut se simplifier en urotor =
Ta
Rez
√
R. Avec Ta ≈
360, Rez ≈ 6900 et R = 4400, on obtient uplaque = 3.45.
La relation de´veloppe´e ci-dessus permet d’e´tablir un lien entre deux vitesses de re´fe´rence
que nous utiliserons lors de l’adimensionnalisation du proble`me : en notant la vitesse azimutale
de re´fe´rence u∗0,θ (vitesse de de´placement de la surface du rotor) et la vitesse de´bitante u
∗
0,z,
on a
u∗0,θ
u∗0,z
=
Ta
Rez
√
2R2
2R + 1
≈ Ta
Rez
√
R
Dans toute la suite, la vitesse de re´fe´rence sera toujours note´e u∗0. Il faudra simplement
accorder une attention particulie`re a` toute substitution par l’une ou l’autre vitesse de re´fe´-
rence.
Selon la vitesse de re´fe´rence choisie, on indicera diffe´remment les nombres adimensionnels :
on distinguera ainsi Rez de Reθ, et Euz de Euθ. Plus pre´cise´ment, on a
Reθ
Rez
=
√
Euz
Euθ
=
u∗0,θ
u∗0,z
=
Ta
Rez
√
2R2
2R + 1
≈ Ta
Rez
√
R
Cette expression s’ave´rera particulie`rement utile lors des simulations nume´riques adi-
mensionnelles, lorsque nous devrons spe´cifier les conditions limites en fonction des nombres
adimensionnels caracte´risant l’e´coulement.
A.4.3 Vitesse axiale
Posons L∗0 = R
∗
2 − R∗1. Cette valeur de re´fe´rence permet d’obtenir un jeu adimensionnel
R2 −R1 = 1. On peut en outre poser R1 = R
∗
1
R∗2−R
∗
1
= R et R2 =
R∗2
R∗2−R
∗
1
= 1 +R.
La solution des e´quations adimensionnelles pour la vitesse axiale est alors, avec ∂p
∂z
= −Eu
L
vz (r) =
ReEu
4ηL
(
r2 +
R2 ln
(
r
1+R
)
+ (1 +R)2 ln
(
R
r
)
ln
(
1 + 1
R
) )
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⇔ vz (r) = ReEu
4ηL
(
r2 +
− (1 + 2R)
ln
(
1 + 1
R
) ln (r) + (1 +R)2 ln (R)−R2 ln (1 +R)
ln
(
1 + 1
R
) )
On retrouve bien une expression similaire a` celle obtenue en re´solvant les e´quations di-
mensionnelles. On peut e´galement constater que lorsque R est grand, on a
vz (r) =
ReEu
2ηL
(r −R) (r −R− 1) +O
(
1
R
)
Cette qui correspond a` la solution en coordonne´es carte´siennes (cf. A.5.2).
De´terminons la vitesse moyenne adimensionnelle : on a
u∗m =
−1
8η∗
∂p∗
∂z∗
R∗21 +R∗22 + R∗22 −R∗21
ln
(
R∗1
R∗2
)
 = −p∗0L∗0
8ηη∗0
∂p
∂z
R21 +R22 + R22 −R21
ln
(
R1
R2
)

Avec p∗0 = ρ
∗
0u
∗2
0 et
∂p
∂z
= −Eu
L
on obtient
u∗m =
u∗0Re
8η
−Eu
L
R21 +R22 + R22 −R21
ln
(
R1
R2
)

⇒ um = u
∗
m
u∗0
=
ReEu
8ηL
(
R2 + (1 +R)2 +
1 + 2R
ln
(
R
1+R
))
On a en outre um =
RR+1
R vz(r)2pirdr
pi((1+R)2−R2) . De plus, comme pour la vitesse axiale, on retrouve la
solution du proble`me en coordonne´es carte´siennes lorsque R 1 : um = ReEu12ηL (cf. A.5.2).
A.4.4 Vitesse azimutale et pression
Pour de´terminer la vitesse azimutale, nous allons re´soudre la troisie`me e´quation de A.3
avec les conditions limites vθ (R) =
Reθ
Re
et vθ (1 +R) = 0. En effet, de cette fac¸on, la condition
limite est valide quelque soit la vitesse de re´fe´rence choisie : si la vitesse de re´fe´rence est la
vitesse de´bitante, on aura vθ (R) =
Reθ
Rez
= Ta
Rez
√
2R2
2R+1
. En revanche, si la vitesse de rotation
de la surface du rotor est la vitesse de re´fe´rence, on aura vθ (R) =
Reθ
Rez
= 1.
La re´solution nous donne alors
vθ (r) =
Reθ
Re
R
1 + 2R
(
(1 +R)2
r
− r
)
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Nous pouvons ensuite de´terminer la pression adimensionnelle : en suivant le meˆme rai-
sonnement que pour le calcul en dimensionnel, on obtient
p (r, z) = p (r)− Eu
L
z + pC
Avec p (r) = ρ
2
(
Reθ
Re
R
1+2R
)2(
r2 −
(
(1+R)2
r
)2
+ 4 (1 +R)2 ln
(
1+R
r
))
.
Cette expression nous permet de calculer la pression moyenne pm,z sur la section conside´-
re´e. On obtient
pm (z) = pm,r − Eu
L
z + pC
Avec pm,r = −
(
Reθ
Re
)2
ρ R
(1+2R)2
(
2R2 (R + 1)2 ln
(
1 + 1
R
)−R (2
3
+ 3R + 2R2
)
+ 1
2
)
.
On peut ve´rifier que lorsque R est grand, le terme de pression de´pendant de r tend vers
0. La pression ne de´pend alors que de z. En notant la pression moyenne en entre´e du joint
p1, on a pm (0) = p1 = pm,r + pC , d’ou` pC = p1 − pm,r. Si l’on conside`re pour simplifier que
la pression en sortie de joint, P2, est nulle, on a p1 = Eu. L’expression de la pression devient
alors
p (r, z) = p (r)− pm,r + Eu
(
1− z
L
)
A.4.5 Tenseur des contraintes
Adimensionnalisons maintenant le tenseur des contraintes. On a
τ ∗ = −p∗I + η∗ (∇∗v∗ +∇∗v∗T ) = −pp∗0I + ηη∗0 u∗0L∗0 (∇v +∇vT )
⇔ τ = −pI + η 1
Re
(∇v +∇vT )
On a donc finalement
τ =

−p η 1
Re
(
∂vθ
∂r
− vθ
r
)
η 1
Re
∂vz
∂r
η 1
Re
(
∂vθ
∂r
− vθ
r
) −p 0
η 1
Re
∂vz
∂r
0 −p

Avec η 1
Re
(
∂vθ
∂r
− vθ
r
)
= −2Rη(1+R)
2
(1+2R)r2
Reθ
Re2
et η 1
Re
∂vz
∂r
= −Eu
4L
(
2r + 1+2R
r ln( R1+R)
)
.
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A.4.6 Pertes par frottement
Les pertes par frottement sont e´gales a` l’inte´grale des contraintes tangentielles sur toute
la surface du cylindre inte´rieur. On a donc
M∗ = R∗1
∫
τ ∗rθ = 2piτ
∗
rθ (R
∗
1)R
∗2
1 L
∗
En introduisant les grandeurs adimensionnelles, on a
M∗ = p∗0L
∗3
0 2piτrθ (R)R
2
1L = ρ
∗
0u
∗2
0 L
∗3
0 2piτrθ (R)R
2L
Posons donc M∗0 = ρ
∗
0u
∗2
0 L
∗3
0 . On a alors
M =
M∗
M∗0
= 2piτrθ (R)R
2L
De plus, on a τrθ (R) =
−2η(1+R)2
(1+2R)R
Reθ
Re2
:
M =
M∗
M∗0
=
−4piRLη (1 +R)2
(1 + 2R)
Reθ
Re2
La puissance dissipe´e par frottement dans le joint est alors
P ∗frottement = M
∗n∗ = M∗0n
∗
0
−4piηRLn (1 +R)2
(1 + 2R)
Reθ
Re
Nous pouvons alors poser la puissance de re´fe´rence P ∗0 = M
∗
0n
∗
0 = ρ
∗
0u
∗2
0 L
∗3
0 n
∗
0. On a
finalement
Pfrottement =
P ∗frottement
P ∗0
=
−4piηRLn (1 +R)2
(1 + 2R)
Reθ
Re
On a alors, en conside´rant η = 1 et n = 1 :
Pfrottement =
−4piRL (1 +R)2
(1 + 2R)
Reθ
Re
En substituant R =
R∗1
R∗2−R
∗
1
, L = L
∗
R∗2−R
∗
1
et n = 1 dans l’expression PfrottementP
∗
0 on
retrouve bien l’expression dimensionnelle des pertes par frottement : le raisonnement semble
correct.
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A.4.7 Pertes de fuite
Le de´bit passant a` travers le joint, au de´bit de fuite, est donne´ par
Q∗fuite = u
∗
mpi
(
R∗22 −R∗21
)
= u∗0L
∗2
0 pium (1 + 2R)
On peut donc de´finir le de´bit de re´fe´rence comme Q∗0 = u
∗
0L
∗2
0 = u
∗
0 (R
∗
2 −R∗1)2. On a alors
Qfuite =
Q∗fuite
Q∗0
= pium (1 + 2R) =
1
8η
pi (1 + 2R)Re
Eu
L
(
R2 + (1 +R)2 +
1 + 2R
ln
(
R
1+R
))
La puissance perdue a` cause de ce de´bit de fuite est donne´e par la relation suivante, en
notant ∆p∗ chute de pression aux bornes du joint en Pa (∆p∗ = ρ∗g∗H∗) :
P ∗fuite = ∆p
∗Q∗fuite = P
∗
0Q
∗
0∆pQfuite = ρ
∗
0u
∗3
0 L
∗2
0 ∆pQfuite
Adimensionnalisons avec la puissance de re´fe´rence P ∗0 = M
∗
0n
∗
0 = ρ
∗
0u
∗2
0 L
∗3
0 n
∗
0 :
Pfuite =
P ∗fuite
P ∗0
=
ρ∗0u
∗3
0 L
∗2
0
ρ∗0u
∗2
0 L
∗3
0 n
∗
0
∆pQfuite =
u∗0
L∗0n
∗
0
∆pQfuite
Avec ∆p = Eu et
u∗0
L∗0n
∗
0
= Re
Reθ
R, on obtient
Pfuite =
Re
Reθ
REuQfuite
En notant Qfuite =
ReEu
ηL
f (R) avec f (R) = −1
8
pi (1 + 2R)
(
R2 + (1 +R)2 + 1+2R
ln( R1+R)
)
:
Pfuite =
(ReEu)2
ηLReθ
Rf (R)
A.4.8 Pertes totales
Les pertes totales adimensionnelles sont de la forme
Ptotales =
(ReEu)2
ηLReθ
Rf (R)− 4piRL (1 +R)
2
(1 + 2R)
Reθ
Re
Si on fixe tous les parame`tres hormis la longueur, on peut re´soudre ∂Ptotales
∂L
= 0 pour
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trouver la longueur adimensionnelle optimale. On obtient
Lopt =
1
8
√√√√2 [ln ( R1+R) (R2 + (1 +R)2)+ 1 + 2R]
n ln
(
R
1+R
) (1 + 2R
1 +R
)
Re2Eu
ηReθ
Ces deux relations peuvent eˆtre exprime´es en fonction de la vitesse de´bitante, si elle est
choisie comme re´fe´rence, en conside´rant que Reθ = Ta
√
2R2
2R+1
≈ Ta√R.
On peut ve´rifier que lorsque l’on substitue les expressions des parame`tres adimensionnels
en fonction des grandeurs dimensionnelles de re´fe´rence, on retrouve l’expression dimension-
nelle pre´ce´demment calcule´e.
A.4.9 Valeurs nume´riques
En utilisant les valeurs nume´riques pre´ce´dentes, on peut trouver la longueur optimale
adimensionnelle de notre cas : on a Lopt = 460.9. Pour un jeu de 0.508 mm, on retrouve la
valeur pre´ce´demment de´termine´e : L∗opt = 234 mm.
On peut repre´senter graphiquement l’e´volution des pertes adimensionnelles en fonction de
la longueur adimensionnelle. Cependant, nous obtenons e´videmment la figure 3.4, avec des
e´chelles diffe´rentes. Nous ne reproduirons donc pas ici la repre´sentation graphique.
A.5 Analyse asymptotique
A.5.1 En coordonne´es cylindriques
Si R 1, on a ln ( R
1+R
) ∼ − 1
R
+ 1
2R2
− 1
3R3
=
(
1
3R3
) (−3R2 + 3
2
R− 1).
Donc
ln( R1+R)(R2+(1+R)
2)+1+2R
ln( R1+R)
∼ R2+(1 +R)2+ 3R3(1+2R)−3R2+ 3
2
R−1 . OrR
2+(1 +R)2+ 3R
3(1+2R)
−3R2+ 3
2
R−1 =
−2R2− 1
2
R−1
−3R2+ 3
2
R−1 ∼ 23
⇒ ln
(
R
1+R
) (
R2 + (1 +R)2
)
+ 1 + 2R
ln
(
R
1+R
) ∼ 2
3
Lopt ∼
1
8
√
4
3n
(
1 + 2R
1 +R
)
Re2Eu
ηReθ
⇒ Lopt ∼
1
2
√
1
3n
Re2Eu
ηReθ
Avec cette expression approximative, on obtient Lopt = 460.95, soit un e´cart d’environ
0.01% avec la valeur exacte. On peut ve´rifier que pour des valeurs de R supe´rieures a` 100,
l’e´cart entre la valeur exacte et l’approximation est infe´rieur a` 0.5%. On peut donc conside´rer
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que l’approximation est utilisable. A` titre informatif, avec les valeurs nume´riques que l’on
conside`re, R = 100 correspond a` un jeu R2 −R1 = 22.23 mm !
En injectant les expressions dimensionnelles, cette approximation devient
Lopt ≈
1
2
√
3
ρ∗0g
∗
0H
∗
η∗0n∗R
On constate que la longueur optimale adimensionnelle peut alors s’e´crire, en posant
ReHn =
ρ∗0
g∗0
n∗H
∗
η∗0
Lopt ≈
1
2
√
3
ReHn
R
Dans notre cas, on a ReHn =
ρ∗0
g∗0
n∗H
∗
η∗0
= 7.026E6.
Dimensionnellement, on a
L∗opt ≈
1
2
√
3
ρ∗0g
∗
0 (R
∗
2 −R∗1)2H∗
η∗0n∗R
∗
1
Dans le cas simple laminaire, la longueur optimale du joint varie donc quadratriquement
en fonction du jeu, et line´airement en fonction de la hauteur de chute.
A.5.2 En coordonne´es carte´siennes
Joint limite : ge´ome´trie plane. Conside´rons le dispositif repre´sente´ la figure 3.5. Il s’agit
du joint pre´ce´demment conside´re´, lorsque le rayon du rotor est grand devant le jeu. Dans ce
cas, a` l’e´chelle du jeu, les surfaces cylindriques du rotor et du stator semblent planes. Nous
pouvons d’ailleurs comparer la manie`re dont une particule de fluide ”voit” ces surfaces a` celle
dont nous percevons la surface terrestre. Avec les valeurs nume´riques pre´ce´demment utilise´es,
on a R = 4.4E3.
Mise en e´quations. Sous forme adimensionnelle, on a, avec p∗0 = ρ
∗
0u
∗2
0 , u
∗
0 = V
∗, L∗0 = h
∗
et Re =
ρ∗0u
∗
0L
∗
0
η∗0
:
ρ (∇ · v) v = −∇p+ 1
Re
∇ · (ηD)
⇔

ρ
(
vx
∂vx
∂x
+ vy
∂vx
∂y
+ vz
∂vx
∂z
)
= − ∂p
∂x
+ η
Re
(
∂2vx
∂x2
+ ∂
2vx
∂y2
+ ∂
2vx
∂z2
)
ρ
(
vx
∂vy
∂x
+ vy
∂vy
∂y
+ vz
∂vy
∂z
)
= −∂p
∂y
+ η
Re
(
∂2vy
∂x2
+ ∂
2vy
∂y2
+ ∂
2vy
∂z2
)
ρ
(
vx
∂vz
∂x
+ vy
∂vz
∂y
+ vz
∂vz
∂z
)
= −∂p
∂z
+ η
Re
(
∂2vz
∂x2
+ ∂
2vz
∂y2
+ ∂
2vz
∂z2
)
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L’incompressibilite´ s’exprime sous la forme
∇ · v = ∂vx
∂x
+
∂vy
∂y
+
∂vz
∂z
= 0
Re´solution. Les syme´tries et hypothe`ses nous permettent de conside´rer ∂
∂y
= 0, vx = 0,
∂vy
∂z
= 0. Compte tenu de l’incompressibilite´, la vitesse est alors de la forme

0
vy (x)
vz (x)
. On a
donc 
0 = − ∂p
∂x
0 = η
Re
∂2vy
∂x2
0 = −Eu
L
+ η
Re
∂2vz
∂x2
La vitesse axiale est donc parabolique, alors que la vitesse azimutale est line´aire. Les
e´quations obtenues peuvent eˆtre inte´gre´es avec les conditions aux limites suivantes pour
obtenir leurs expressions.

vz (0) = 0
vz (1) = 0
vy (0) =
Reθ
Re
vy (1) = 0
.
On obtient finalement vz (x) = ReEu2ηL x (1− x)vy (x) = ReθRe (1− x)
La vitesse axiale moyenne vaut alors um =
ReEu
12ηL
.
On peut constater que ces expressions peuvent aussi eˆtre obtenues en posant r = x + R
et en faisant tendre R vers l’infini dans les re´sultats obtenus en coordonne´es cylindriques.
Calculons maintenant le tenseur des contraintes : on a
τ =
τ ∗
p∗0
= −pI + η 1
Re
(∇v +∇vT )
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Avec ∇v =

∂vx
∂x
∂vx
∂y
∂vx
∂z
∂vy
∂x
∂vy
∂y
∂vy
∂z
∂vz
∂x
∂vz
∂y
∂vz
∂z
 =

0 0 0
∂vy
∂x
0 0
∂vz
∂x
0 0
 on obtient
τ =

−p η
Re
∂vy
∂x
η
Re
∂vz
∂x
η
Re
∂vy
∂x
−p 0
η
Re
∂vz
∂x
0 −p

Avec η
Re
∂vy
∂x
= −ηReθ
Re2
et η
Re
∂vz
∂x
= 1
2
Eu
L
(2x− 1).
Pertes par frottement. Pour obtenir les pertes par frottement, on inte`gre la contrainte
tangentielle sur toute la surface de la plaque mouvante. Pour une « tranche » d’e´paisseur
dy, le moment de frottement dimensionnel vaut
dM∗ = R∗1L
∗dy∗τ ∗xy (0)
Donc pour une longueur correspondant a` la circonfe´rence du rotor, on a
M∗ = 2piR∗21 L
∗τ ∗xy (0) = ρ
∗
0u
∗2
0 L
∗3
0 2piR
2Lτxy (0)
Posons M∗0 = η
∗
0u
∗
0L
∗2
0 : on obtient alors
⇔M∗ = M∗0 2piReR2Lτxy (0)
⇔M = 2piReR2Lτxy (0) = −2piR2LηReθ
Re
En suivant le meˆme raisonnement qu’en coordonne´es cylindriques, on obtient
Pfrottement =
P ∗frottement
P ∗0
= −2piR2LηnReθ
Re
Pertes de fuite. Le de´bit passant a` travers le joint, au de´bit de fuite, est donne´ par
Q∗fuite = u
∗
m2piR
∗
1h
∗ = u∗0L
∗2
0 2piumR
On peut donc de´finir le de´bit de fuite de re´fe´rence comme Q∗0 = u
∗
0L
∗2
0 . On a alors
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Qfuite =
Q∗fuite
Q∗0
= 2piumR = −piReEu
6ηL
R
En suivant le meˆme raisonnement qu’en coordonne´es cylindriques, on a
Pfuite = ReθEuθRQfuite = −ReReθEuθ
piR2Eu
6ηL
Pertes totales et longueur optimale. Les pertes totales sont alors
Ptotales = − pi
6ηL
(
ρgHR
Fr2θ
)2
ReθRe− 2piR2LηnReθ
Re
En re´solvant ∂Ptotales
∂L
= 0 on obtient
Lopt =
1
2
√
3n
Re
FrθFr
ρgH
η
On retrouve ici exactement l’expression obtenue en faisant tendre R vers l’infini dans
l’expression de Lopt en coordonne´es cylindriques.
A.5.3 Simplification des e´quations de Navier-Stokes
Sachant que nous allons travailler a` des valeurs e´leve´es de R, nous pouvons tenter de
simplifier les e´quations de Navier-Stokes adimensionnelles. Cette simplification pourra nous
permettre de de´terminer si une simulation CFD tridimensionnelle en coordonne´es cylindriques
du joint est ne´cessaire, ou si une simulation bidimensionnelle en coordonne´es carte´sienne est
suffisante.
Dans le cadre de nos hypothe`ses, les e´quations de Navier-Stokes adimensionnelles en
coordonne´es cylindriques sont les suivantes :
Eu
L
= η
Re
1
r
∂
∂r
(
r ∂vz
∂r
)
= η
Re
1
r
∂vz
∂r
+ η
Re
∂2vz
∂r2
v2θ
r
= 1
ρ
∂p
∂r
vθ
r
= ∂
∂r
(
r ∂vθ
∂r
)
= ∂vθ
∂r
+ r ∂
2vθ
∂r2
Connaissant les expressions de vz et vθ en fonction de R et r, nous pouvons de´terminer
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quels termes ont le plus d’importance dans chaque e´galite´. On obtient les re´sultats suivants :
η
Re
1
r
∂vz
∂r
= o
(
η
Re
∂2vz
∂r2
)
η
Re
1
r
∂vz
∂r
= o
(
Eu
L
)

vθ
r
= o
(
∂vθ
∂r
)
vθ
r
= o
(
r ∂
2vθ
∂r2
)
v2θ
r
= O
(
1
ρ
∂p
∂r
)
Les e´quations peuvent donc eˆtre approxime´es de la fac¸on suivante :
Eu
L
≈ η
Re
∂2vz
∂r2
v2θ
r
= 1
ρ
∂p
∂r
∂vθ
∂r
≈ −r ∂2vθ
∂r2
On retrouve l’e´quation carte´sienne re´gissant le profil de vitesse axiale. En revanche, cela
ne semble pas eˆtre le cas pour les deux autres e´quations.
En de´rivant ∂vθ
∂r
≈ −r ∂2vθ
∂r2
et en la combinant avec
v2θ
r
= 1
ρ
∂p
∂r
, on peut obtenir l’approxi-
mation suivante : ∂
2vθ
∂r2
≈ −1
2ρvθ
∂2p
∂r2
Nous ne pouvons donc pas retrouver directement les e´quations carte´siennes en effectuant
l’analyse asymptotique des e´quations en coordonne´es cylindriques. Ne´anmoins, le raisonne-
ment pre´ce´dent base´ sur la valeur de R reste valable.
103
ANNEXE B
Ve´rification du comportement du solveur
Dans cette partie, nous allons mener plusieurs tests avec le logiciel ANSYS CFX 12. Nous
choisirons seulement des ge´ome´tries simples, afin de mettre l’accent sur les diffe´rentes fac¸ons
de mener les simulations, ainsi que les proble`mes et parame`tres importants a` conside´rer.
Comme vu pre´ce´demment, les dimensions des joints hydrauliques droits des turbines Fran-
cis sont telles qu’une simulation plane du proble`me est possible. Dans un premier temps, nous
effectuerons quelques tests en laminaire sur un e´coulement de Poiseuille afin de nous fami-
liariser avec les simulations adimensionnelles, et de valider l’utilisation du logiciel dans ce
cas. Puis nous simulerons un ”simple” e´coulement de Couette-Poiseuille entre deux plaques
planes, afin de de´terminer quelles conditions limites nous pouvons choisir, et quelles condi-
tions re´gissent l’e´coulement pleinement de´veloppe´ de cette configuration.
B.1 Simulation : pre´cautions a` prendre
Dans cette partie, nous nous attacherons a` faire l’inventaire des diffe´rentes conside´rations a`
ne pas ne´gliger lors des simulations nume´riques. Nous mettrons ainsi l’accent sur le traitement
des conditions limites dans CFX, et sur les spe´cificite´s des simulations adimensionnelles.
B.1.1 Conditions limites
Dans ANSYS CFX, plusieurs types de conditions limites peuvent eˆtre impose´es. Nous
allons ici les de´couvrir en re´sumant ce qui est dit dans l’aide en ligne du logiciel (ANSYS Inc.
(2009b)) dans le tableau B.1.1. Nous choisirons de nous limiter aux e´coulements subsoniques,
et aux grandeurs me´caniques : nous ne conside´rerons pas d’e´chauffement du fluide.
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Tableau B.1 Conditions limites offertes par CFX
Type Spe´cifications
Entre´e
– Vitesse normale
– Composantes de la vitesse de l’e´coulement (carte´siennes ou cylindriques)
– Pression : pression totale ou statique sur la surface. Possibilite´ de spe´ci-
fier la direction de la pression (pas force´ment normale a` la surface).
– De´bit massique : on peut spe´cifier le de´bit massique a` l’entre´e dans une
direction donne´e.
Sortie
– Pression statique constante
– Pression statique moyenne (sur toute la surface, ou des zones donne´es)
– Vitesse normale
– Composantes de la vitesse (carte´siennes ou cylindriques)
– De´bit massique
Ouverture
– Composantes de la vitesse (carte´siennes ou cylindriques)
– Pression (ou pression statique) et direction
– Pression (ou pression statique) sans direction (calcule´e)
– Coefficient de perte de charge
Mur
– Mur mobile ou immobile
– Avec ou sans glissement
– Rugueux ou non
Syme´trie – Vitesse normale et gradients par rapport a` la normale nuls
B.1.2 Conditions limites turbulentes
Dans CFX, nous pouvons spe´cifier des profils d’entre´e pour les diffe´rentes grandeurs tur-
bulentes (k, ε, ω), ou choisir des grandeurs moyennes (par exemple l’intensite´ turbulente ou
la longueur de me´lange).
Dans tous les cas, il est difficile de connaitre quelles sont pre´cise´ment les valeurs des gran-
deurs turbulentes en entre´e d’un proble`me donne´. Rodi (1993) recense ne´anmoins plusieurs
simulations et les conditions limites turbulentes employe´es. Malheureusement, la plupart des
proble`mes mentionne´s dans cet ouvrage ne sont pas directement lie´s a` notre e´tude.
Pour obtenir un ordre de grandeur de l’intensite´ turbulente dans le syste`me, nous pouvons
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aussi mener une simulation en mettant dans un premier temps une turbulence arbitraire en
entre´e (en spe´cifiant par exemple l’intensite´ turbulente, la longueur de me´lange, ou des profils
de k et ε), puis en relevant une grandeur pre´dite par la simulation de l’e´coulement pleinement
de´veloppe´.
B.1.3 Simulations adimensionnelles
Afin d’adimensionnaliser les e´quations de Navier-Stokes et celles du mode`le de turbulence
(a` titre d’exemple, nous choisirons le mode`le k − ε), choisissons les grandeurs de re´fe´rence
de´taille´es dans le tableau B.1.3.
Tableau B.2 Grandeurs de re´fe´rence
Grandeur Valeur de re´fe´rence Unite´
Viscosite´ dynamique µ∗0 kg s
−1m−1
Masse volumique ρ∗0 kg m
−3
Pression p∗0 = ρ
∗
0u
∗2
0 kg m
−1
Vitesse u∗0 m s
−1
Longueur L∗0 m
Temps t∗0 =
L∗0
u∗0
s
E´nergie cine´tique turbulente u∗20 m
2 s−2
Taux de dissipation
u∗30
L∗0
m2 s−3
Ces grandeurs de re´fe´rence permettent d’adimensionnaliser les e´quations re´gissant l’e´cou-
lement, qui sont reprises dans le tableau 3.1.
B.2 Pre´liminaires
Dans cette section, nous allons rappeler quelques notions ne´cessaires a` la bonne compre´-
hension des tests mene´s, et de´tailler a` quels points nous accorderons de l’importance lors des
tests simples.
B.2.1 E´coulement pleinement de´veloppe´
Plusieurs solutions sont envisageables si l’on veut obtenir un e´coulement pleinement de´-
veloppe´ :
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– D’apre`s White (1998), la longueur Le ne´cessaire pour obtenir un e´coulement pleinement
de´veloppe´ dans une conduite de diame`tre d est de l’ordre de 0.06Re d si l’e´coulement est
laminaire, et de 4.4Re1/6 d si l’e´coulement est turbulent. Pour nos ordres de grandeur
(Re ∼ 23000), on obtient Le
d
≈ 24. Pour des Re infe´rieurs a` 108, Le
d
reste infe´rieur a`
100. On retrouve les meˆmes ordres de grandeur dans Wilcox (2006). En choisissant une
ge´ome´trie suffisamment longue, on peut donc eˆtre assure´ que l’e´coulement est pleine-
ment de´veloppe´ en sortie. Cette solution permet e´galement de comparer facilement les
formules empiriques donnant la longueur de de´veloppement aux re´sultats de la CFD.
– Une autre solution pour obtenir un e´coulement pleinement de´veloppe´, en gardant une
ge´ome´trie relativement courte, est d’effectuer plusieurs simulations successives en pren-
nant comme conditions limites les re´sultats obtenus a` la sortie de la simulation pre´ce´-
dente. On utilisera donc en entre´e les profils de vitesse, ainsi que ceux des grandeurs
turbulentes, obtenus en sortie de la simulation pre´ce´dente.
B.2.2 Intensite´ turbulente
Pour un e´coulement pleinement de´veloppe´ en conduite, l’intensite´ turbulente au centre
de l’e´coulement peut eˆtre estime´e (CFDOnline (2008)) par la formule I = 0.16Re
−1/8
dh
, avec
Redh =
ρUdh
µ
le nombre de Reynolds base´ sur le diame`tre hydraulique dh.
Dans notre cas, le joint est assimilable a` une conduite annulaire. Le diame`tre hydraulique
est alors dh = 2 (R2 −R1). On a donc Redh = 2Ret. On peut alors re´e´crire la formule sous la
forme suivante : I = 0.16
21/8
Re
−1/8
t . Pour Ret = 23000 on a alors I = 4.2%. Selon cette estimation,
l’e´coulement au sein du joint est donc relativement peu turbulent.
Pour un e´coulement entre deux plaques planes infinies, tel que simule´ plus bas, on a
dh = 2h. Donc I =
0.16
21/8
Re−1/8. Les valeurs estime´es sont alors celles qui sont reprises dans le
tableau B.3.
Tableau B.3 Estimations de l’intensite´ turbulente
Re 104 105 106
I 4.6% 3.5% 2.6%
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B.3 Contexte
B.3.1 Objectif
L’objectif est ici de simuler un e´coulement pleinement de´veloppe´ entre deux plaques
planes, et d’en mesurer l’intensite´ turbulente, ainsi que les valeurs de k et ε, pour diffe´rents
nombres de Reynolds. Ces valeurs pourront ensuite eˆtre utilise´es pour estimer les grandeurs
turbulentes et les conditions limites pour les simulations des e´coulements au sein des joints.
L’e´coulement entre deux plaques planes est conside´re´ ici car comme vu pre´ce´demment, aux
dimensions ou` nous nous situons, les surfaces du rotor et du stator peuvent eˆtre conside´re´es
commes planes.
B.3.2 Maillages
Nous allons ici utiliser des maillages structure´s compose´s exclusivement de quadrilate`res
(en deux dimensions) ou d’hexae`dres (en trois dimensions). Ce type de maillages permet
d’avoir le controˆle sur les distributions de noeuds utilise´es, et donc sur les tailles des e´le´ments.
Afin de comparer les deux solutions permettant d’obtenir un e´coulement pleinement de´-
veloppe´, nous utiliserons deux variantes : une premie`re, « longue » , dont le rapport L
d
est
e´gal a` 100, et une autre plus courte, ou` L
d
= 20. CFX ne permettant pas les simulations en
deux dimensions, ces maillages seront extrude´s par rapport a` la normale a` leur plan. Pour
plus de facilite´, la longueur d’extrusion sera choisie de fac¸on a` ce que la surface d’entre´e du
syste`me soit e´gale a` 1. (D’autres profondeurs ont e´te´ teste´es, et les meˆmes re´sultats ont e´te´
obtenus). Une distribution parabolique des noeuds sur la hauteur a e´te´ choisie, afin d’obtenir
une densite´ de points au voisinage de la paroi relativement importante. 50 points sont ainsi
re´partis sur une hauteur e´gale a` 1. Cette distribution est la meˆme pour les deux maillages,
ceci pour que la comparaison des re´sultats soit plus fide`le. L’espacement dans le sens de la
longueur a quant a` lui e´te´ choisi arbitrairement et fixe´ a` 10 noeuds par me`tre adimensionnel.
L’histogramme suivant repre´sente la qualite´ du maillage, e´value´e graˆce aux ratios
largeur
longueur.
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Figure B.1 Histogramme des ratios
largeur
longeur
On obtient ainsi des ratio
largeur
longeur compris entre
1
12
et 1. Pour que le maillage soit ac-
ceptable et qu’il n’y ait pas de phe´nome`ne nume´rique de diffusion, on doit avoir
longueur
largeur
de l’ordre de quelques centaines au maximum (Le Roy (2008); Le Roy et al. (2009)). De ce
point de vue, notre maillage est donc approprie´.
Le maillage « court » compte ainsi 20000 noeuds, et le maillage « long » en utilise
100000. La figure suivante illustre les re´partitions des noeuds sur la hauteur et la longueur
du domaine.
Figure B.2 Distribution des noeuds
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Cette distribution permet d’obtenir une valeur de y+ acceptable pour un nombre de
Reynolds de 105. Pour des Re plus faibles ou plus e´leve´s, une modification est ne´cessaire.
B.3.3 Conditions limites et parame`tres
Pour simuler l’e´coulement entre deux plaques planes, une condition limite de de´bit en
entre´e a e´te´ choisie. Comme nous travaillons en adimensionnel, nous imposerons un de´bit
massique unitaire. Nous fixons e´galement ρ et la section d’entre´e a` l’unite´. La viscosite´ dy-
namique est quant a` elle e´gale a` 1
Re
pour eˆtre cohe´rent avec les e´quations adimensionnelles
(cf. tableau 3.1).
Afin de conside´rer les plaques comme e´tant infinies, des conditions de syme´trie sont uti-
lise´es sur les bords. Les plaques sont quant a` elles prises en compte par des conditions
« mur » sans glissement. Enfin, la condition limite choisie pour la sortie est la pression
moyenne nulle.
Les conditions limites turbulentes en entre´e e´tant difficiles a` e´valuer, nous testerons plu-
sieurs niveaux de turbulence a` l’entre´e du dispositif. Nous imposerons pour cela l’intensite´
turbulente. CFX calcule alors les valeurs de k et ε a` partir des relations de´taille´es ??. Les
re´sultats permettront e´galement d’estimer la validite´ de la relation µt = 1000Iµ utilise´e par
CFX.
B.4 Re´sultats obtenus
Dans ce paragraphe, nous commenterons les re´sultats les plus importants obtenus lors de
ces tests simples.
B.4.1 Remarque ge´ne´rale
Les valeurs maximales de y+ obtenues au cours de ces simulations sont reprises dans le
tableau B.4.
Tableau B.4 Valeurs maximales de y+ obtenues
Re y+ maximal
104 5.5
105 61.5
106 467.5
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D’apre`s White (1998); Wilcox (2006), pour que la loi de paroi soit applicable, il faut
que 30 ≤ y+ ≤ 300. Le maillage aurait donc besoin d’eˆtre modifie´ pour Re = 106, et pour
Re = 104. En revanche, il ne semble pas y avoir de proble`me a` ce niveau pour Re = 105. Par
la suite, seul ce cas sera discute´.
B.4.2 Comparaison des simulations « courtes » aux simulations « longues »
Constatations
De manie`re ge´ne´rale, il semble que les re´sultats obtenus graˆce aux simulations « longues» sont
plus fiables que les re´sultats obtenus avec plusieurs simulations successives. En effet, lorsque
les re´sultats d’une simulation sont utilise´s comme valeurs d’entre´e pour un autre calcul, il
semblerait que certaines valeurs ne soient pas vraiment cohe´rentes. Par exemple, la figure
B.3 repre´sente l’e´nergie cine´tique turbulente k entre les abscisses 60 et 80, pour Re = 105.
On a alors pris les profils de vitesse et de grandeurs tubrulentes en x = 60 de la simu-
lation « longue » comme conditions limites d’entre´e. L’e´coulement e´tant alors pleinement
de´veloppe´, on s’attend a` ce qu’il le reste entre x = 60 et x = 80.
Figure B.3 Erreur inexplique´e
Cette erreur, encore inexplique´e a` ce jour, ne se produit que pour les grandeurs turbu-
lentes : les vitesses et la pression se comportent correctement.
Import et export de conditions limites
Pour essayer de reme´dier a` ce proble`me, plusieurs exports on e´te´ re´alise´s. Afin de ve´rifier
que les donne´es exporte´es e´taient bien identiques a` celles utilise´es en entre´e de la simulation,
111
les profils reproduits a` la figure B.4 ont e´te´ trace´s.
3,00E!02
4,00E!02
5,00E!02
6,00E!02
7,00E!02
8,00E!02
3,00E!03
4,00E!03
5,00E!03
6,00E!03
7,00E!03
!k
0,00E+00
1,00E!02
2,00E!02
0,00E+00
1,00E!03
2,00E!03
0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0
y
k"(entrée"de"la"seconde"simulation) k"(sortie"de"la"première"simulation)
#"(entrée"de"la"seconde"simulation) #"(sortie"de"la"première"simulation)
Figure B.4 Import et export des conditions limites
On peut constater que les valeurs en entre´e de la seconde simulation sont le´ge`rement dif-
fe´rentes de celles qui ont e´te´ exporte´es. En effet, lorsqu’un profil est utilise´ en entre´e, CFX
interpole entre les valeurs spe´cifie´es dans le profil en question. Cette interpolation serait res-
ponsable de la diffe´rence entre les profils. Ne´anmoins, cette diffe´rence est tre`s faible (infe´rieure
a` 0.5% pour la plupart des noeuds).
B.4.3 E´coulement pleinement de´veloppe´
De manie`re ge´ne´rale, la relation donnant la longueur de de´veloppement en fonction du
nombre de Reynolds est ve´rifie´e. Par exemple, pour Re = 10000, l’e´coulement devient plei-
nement de´veloppe´ pour L
d
≈ 20, et ce malgre´ la faible valeur de y+.
La figure B.5 repre´sente l’e´volution axiale des grandeurs turbulentes, pour Re = 105 et
une intensite´ turbulente d’entre´e de 0.1%.
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Figure B.5 E´volution axiale des grandeurs turbulentes, Ientre´e = 0.1%, Re = 10
5
On constate ici que pour x > 30, les valeurs se stabilisent : pour Re = 105, l’e´coulement
devient pleinement de´veloppe´ a` partir de L
d
≈ 30.
L’e´coulement a e´te´ simule´ pour des intensite´s turbulentes d’entre´e variant entre 0.1 et
10%. On obtient ainsi le graphe suivant.
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Figure B.6 E´volution axiale de l’intensite´ turbulente pour plusieurs valeurs d’entre´e, Re = 105
On peut remarquer que quelque soit la valeur de l’intensite´ turbulente d’entre´e, apre`s la
longueur de de´veloppement Le ≈ 30, on obtient la valeur moyenne pleinement de´veloppe´e,
environ e´gale a` 4%.
Nous pouvons e´galement tracer l’e´volution du rapport µt
Iµ
, estime´ a` 1000 par CFX en
entre´e du dispositif.
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Figure B.7 E´volution axiale des rapports µt
Iµ
et µt
µ
, Ientre´e = 0.1%, Re = 10
5
Il semble donc que la relation µt = 1000Iµ soit cohe´rente : selon les re´sultats des simula-
tions, µt
Iµ
≈ 2000 en e´coulement pleinement de´veloppe´. Le rapport utilise´ par CFX e´tant du
meˆme ordre de grandeur, on peut conside´rer que l’estimation est acceptable.
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ANNEXE C
Plans d’expe´riences mis en oeuvre
C.1 Tests utilise´s pour la cre´ation de la surface de re´ponse
Tests utilise´s pour la cre´ation de la surface de re´ponse
Rez Ret T H L R
60254.28 53562.21 60.22 15.58 177.57 393.71
26387.35 16738.19 44.04 13.02 262.1 141.57
27051.41 40171.65 25.17 7.69 191.27 101.46
29043.58 33476.38 16.18 16.87 77.04 399.44
44980.96 74484.94 13.48 2.78 118.16 330.67
27715.47 61931.3 33.26 16.65 141.01 130.11
8457.8 5021.46 71.01 14.3 184.42 479.66
48301.25 47703.84 43.15 17.72 246.11 187.42
50293.42 63605.12 18.88 18.15 145.58 336.4
17754.61 17575.1 35.96 17.93 236.97 582.81
57598.05 35987.11 51.24 8.11 257.53 571.35
23067.06 37660.93 70.11 19 218.69 290.56
39668.5 61094.39 41.35 13.45 122.73 559.89
13770.26 71137.3 24.27 7.47 97.6 147.3
43652.84 11716.73 55.73 17.08 173 198.88
58926.17 41845.47 36.85 4.91 127.3 382.25
52285.59 3347.64 66.52 13.24 250.68 410.9
37012.27 62768.21 80 8.97 193.56 496.85
46973.13 2510.73 45.84 5.98 147.86 216.07
58262.11 28454.92 21.57 12.81 115.88 221.8
10449.97 12553.64 61.12 14.09 150.15 181.69
23731.12 1673.82 31.46 10.03 86.18 542.7
14434.32 71974.21 28.76 14.52 72.47 433.82
31699.81 67789.67 50.34 14.73 255.25 405.17
Suite page suivante...
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Rez Ret T H L R
40996.62 31802.56 67.42 16.44 209.55 594.27
18418.66 0 26.07 18.79 154.72 416.63
31035.75 39334.74 46.74 8.33 179.85 370.79
52949.65 20085.83 39.55 13.66 136.44 514.04
42324.73 46866.93 69.21 10.67 175.28 95.73
21074.89 44356.2 26.97 18.36 186.7 387.98
25723.29 13390.55 29.66 9.18 99.89 90
56933.99 73648.03 47.64 11.96 102.17 233.26
19082.72 65278.94 27.87 9.82 200.41 600
19746.78 26781.1 54.83 7.26 241.54 577.08
C.2 Reste de l’hypercube latin
Reste de l’hypercube latin
Rez Ret T H L R
33027.93 66115.85 79.1 16.01 138.73 313.48
6465.63 54399.11 30.56 1.92 198.13 267.64
12442.15 50214.57 59.33 12.6 88.46 250.45
32363.87 19248.92 23.37 0.00 113.59 565.62
45645.02 66952.76 6.29 10.25 207.27 456.74
24395.18 22596.56 62.92 0.21 120.45 118.65
46309.07 10879.82 3.6 5.34 170.71 107.19
15762.43 7532.19 15.28 3.42 211.84 502.58
17090.55 70300.39 17.08 11.1 223.26 261.91
33691.98 42682.38 0.9 9.39 90.75 158.76
50957.48 36824.01 22.47 17.29 232.4 462.47
4473.46 48540.75 2.7 6.83 239.25 451.01
34356.04 60257.48 37.75 1.49 109.02 554.16
28379.52 34313.29 4.49 2.99 159.29 319.21
5137.51 64442.03 62.02 15.37 163.86 428.09
Suite page suivante...
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Rez Ret T H L R
21738.95 68626.58 74.61 6.62 248.39 210.34
11778.09 20922.74 76.4 2.13 168.43 468.2
49629.36 27618.01 32.36 0.64 214.12 279.1
53613.71 51888.39 65.62 6.19 264.39 302.02
55605.88 35150.2 75.51 16.22 79.32 175.96
15098.37 30128.74 56.63 2.35 252.96 135.84
29707.64 30965.65 64.72 18.57 93.03 445.28
38340.39 18412.01 10.79 17.51 188.99 124.38
22403.01 72811.12 68.31 4.06 129.59 347.87
54941.82 5858.37 49.44 4.48 81.61 473.93
13106.2 836.91 44.94 3.84 125.02 324.94
35684.16 15901.28 77.3 9.61 134.16 536.97
11114.03 49377.66 58.43 7.9 111.31 548.43
48965.3 21759.65 8.99 7.04 202.7 519.78
7793.74 59420.57 63.82 1.71 220.98 485.39
44316.9 38497.84 7.19 8.54 95.32 531.24
56269.94 56909.84 12.58 10.46 204.98 164.49
30371.69 4184.55 53.93 3.63 227.83 365.06
9785.91 8369.09 17.98 6.4 225.55 204.61
5801.57 43519.29 38.65 0.85 74.75 244.72
47637.19 23433.47 53.03 0.43 182.14 525.51
1153.17 56072.93 9.89 14.94 131.87 256.18
2481.28 24270.37 40.45 13.88 106.74 422.36
7129.69 15064.37 11.69 15.16 157 193.15
1817.23 45193.11 71.91 5.55 166.14 227.53
42988.79 69463.48 42.25 2.56 195.84 170.22
20410.83 29291.83 72.81 4.7 67.9 359.33
59590.22 32639.47 78.2 4.27 152.43 296.29
41660.67 58583.66 34.16 1.28 230.11 491.12
37676.33 52725.3 57.53 5.76 63.33 153.03
35020.1 57746.75 1.8 3.2 259.82 238.99
36348.21 6695.28 5.39 11.31 143.3 342.13
3809.4 41008.56 52.13 10.89 243.82 353.6
Suite page suivante...
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Rez Ret T H L R
16426.49 25944.19 0 12.17 161.57 588.54
54277.76 9206 20.67 11.53 234.68 284.83
25059.24 25107.28 14.38 11.74 266.67 376.52
3145.34 46030.02 35.06 15.8 216.41 112.92
40332.56 14227.46 19.78 1.07 70.18 273.37
39004.44 10042.91 48.54 12.38 65.61 307.75
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ANNEXE D
Surfaces de re´ponse obtenues
Cette annexe de´taille les diffe´rentes surfaces de re´ponse re´sultant de cette e´tude.
D.1 Surface de re´ponse empirique
Le polynoˆme suivant a e´te´ e´tabli en utilisant les re´sultats expe´rimentaux des tests ayant
servi a` la validation du mode`le CFD (cf. exemples dans le tableau 4.7). ReZ et ReT sont
respectivement les nombres de Reynolds axial et tangentiel. H, T, L et R sont les parame`tres
ge´ome´triques.
CQ = 135.604791294069 + 0.0101541579277841 * ReZ +
-0.0047557376753534 * ReT + -2045.55267068717 * T +
-3.95399811842199 * H + 2042.86400452635 * L +
-903.327264132842 * R + (ReZ - 22702.3636363636) * ((ReZ -
22702.3636363636) * -0.0000000874109950318008) + (ReZ -
22702.3636363636) * ((ReT - 23981.9393939394) *
0.0000001012989810259) + (ReT - 23981.9393939394) * ((ReT -
23981.9393939394) * -0.0000000112991573864) + (ReZ -
22702.3636363636) * ((T - 28.7878787878788) *
0.433117278477622) + (ReT - 23981.9393939394) * ((T -
28.7878787878788) * 0.236824960268842) + (T -
28.7878787878788) * ((T - 28.7878787878788) *
0.0493043788021696)+ (ReZ - 22702.3636363636) * ((H -
10.5412121212121) * -0.0003294006767061) + (ReT -
23981.9393939394) * ((H - 10.5412121212121) *
0.00027965283250194) + (T - 28.7878787878788) * ((H -
10.5412121212121) * -0.0056037361225443)+ (H -
10.5412121212121) * ((H - 10.5412121212121) *
1.87084244423822) + (ReZ - 22702.3636363636) * ((L -
121.716363636364) * -0.433142265164744) + (ReT -
23981.9393939394) * ((L - 121.716363636364) *
-0.236817962789467)+ (ReZ - 22702.3636363636) * ((R -
209.090909090909) * 0.192625620539369) + (ReT -
120
23981.9393939394) * ((R - 209.090909090909) *
0.10521317894625)
D.2 Surface de re´ponse nume´rique
Le polynoˆme suivant a e´te´ e´tabli en utilisant les nume´riques des tests dicte´s par le plan
d’expe´riences hypercube latin, tronque´ a` 34 tests.
CQ = 398.168811718495 + 0.00505587512204551 * ReZ +
-0.00216200779855193 * ReT + -0.0831391039953198 * T +
3.24409701339309 * H + -3.07964749578824 * L +
4.78512976129568 * R + (ReZ - 34707.6002941176) * ((ReZ -
34707.6002941176) * -0.0000001230011232658) + (ReZ -
34707.6002941176) * ((ReT - 37833.2305882353) *
0.000000077342822358) + (ReT - 37833.2305882353) * ((ReT -
37833.2305882353) * -0.0000000048552226855) + (ReZ -
34707.6002941176) * ((T - 43.0138235294118) *
-0.0000331334148067595) + (ReT - 37833.2305882353) * ((T -
43.0138235294118) * 0.0000329076500580302) + (T -
43.0138235294118) * ((T - 43.0138235294118) *
0.0196172586424996) + (ReZ - 34707.6002941176) * ((H -
12.6338235294118) * 0.0000306863343346139) + (ReT -
37833.2305882353) * ((H - 12.6338235294118) *
-0.000100898487006222) + (T - 43.0138235294118) * ((H -
12.6338235294118) * -0.0910947353514715) + (H -
12.6338235294118) * ((H - 12.6338235294118) *
0.773163557394563) + (ReZ - 34707.6002941176) * ((L -
168.695882352941) * -0.0000077290475445812) + (ReT -
37833.2305882353) * ((L - 168.695882352941) *
0.0000032075521000575) + (T - 43.0138235294118) * ((L -
168.695882352941) * 0.0248061738543318) + (H -
12.6338235294118) * ((L - 168.695882352941) *
-0.0650638987661318) + (L - 168.695882352941) * ((L -
168.695882352941) * 0.00854394454223765) + (ReZ -
34707.6002941176) * ((R - 353.595882352941) *
0.0000142738280252705) + (ReT - 37833.2305882353) * ((R -
353.595882352941) * -0.0000076981795375047) + (T -
121
43.0138235294118) * ((R - 353.595882352941) *
0.000123218844629897) + (H - 12.6338235294118) * ((R -
353.595882352941) * 0.00950262090090208) + (L -
168.695882352941) * ((R - 353.595882352941) *
-0.00872565376324508) + (R - 353.595882352941) * ((R -
353.595882352941) * -0.000214993611954711)
